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INTRODUCTION et SOMMAIRE

Deux groupes de IIREM de Lille — le groupeEMTA (Enseignement des
Mathématiques et lecture de Textes Angiemde groupeCollége- se sont réunis en 2007-
2008 pour concevoir et animer un stage de formation dejdrots, destiné aux professeurs de
mathématiques du second degB®:la méthode des aires aux formules

Le groupeEMTAtravaille a partir d’'une lecture de textes mathématidpistsriques et
ce retour aux sources a pour but de mieux comprendre ld®¥mmetiques dans leur
élaboration conceptuelle ; chacun peut y puiser aussindgens pour son enseignement ou
pour approfondir son écoute aux questions et difficulté®a®s. Le group€ollégea pour
objet I'enseignement des mathématiques au collége, tgmidude vue de la cohérence du
contenu que de I'élaboration de séquences. Notre projehcaréatait d’apporter des éléments
de réflexion a propos de I'enseignement de l'algébre edélmsts du calcul littéral au college,
gue tous reconnaissent comme semé d'emblches. Nous adoidé dle rassembler les
documents distribués aux stagiaires, de les compléttrigggpour dresser un compte rendu
lisible de ce stage. Nous voulions tresser ensemble apgustoriques, séquences
pédagogiques, recherche collective d’exercices destinég &lasse ou pour le plaisir. La
forme reste un peu hétérogene, nous nous en excusong, @stisn document de travail que
nous livrons et pas un livre....

Dans notre enseignement, en premier, il y a les nantraiprésents, et d’abord les
nombres entiers, puis ceux de la calculatrice ; igsrds sont souvent données avec des
mesures et des nombres. Or, revenir aux origines montresjypeoblémes portent d’abord
sur les grandeurs sans d’autres nombres que ceux du comptqgenet bonne part des
mathématiques élémentaires — géométrie et algébre — érdegyemises en relation,
comparaison et calcul sur les grandeurs. Mesurer undargrc’est la mettre en rapport avec
une grandeur prise pour unité et, c’est précisément dans ffesliis conceptuelles et
techniques pour représenter les rapports de grandeurs par deeshaue s'est forgée la
notion de nombre réel. Dans la ligne de I'exposé eieclidur les proportions de grandeurs,
Francois Viete, a la Renaissance fonde les prémaesdsalgeébre classique en Occident et
met en place un calcul avec les lettres qui prendragdgoute son autonomie.

Quel est le fil de tension autour duquel s’organisent les grdps uns et des autres ?
L’enseignement aux débutants fait une bonne place auxefiquianes élémentaires, a leur
comparaison, égalité, inégalité, rapports ; I'étendue gusdit segment ou portion de plan,
est prise ici dans son sens le plus intuitif, nous rimidéons pas la notion d'aire ; nous
I'utilisons dans le cadre d’'une méthode - énoncée darddesentsd’Euclide - qui régle les
comparaisons et démontre des théoremes (C'est le casexpaple des théorémes de
Pythagore et Thalés qui sont enseignés au collegelurbfamet en jeu des raisonnements sur
les formes, les grandeurs et les nombres, et les fesnde 'aire du rectangle ou du triangle,
les approximations de laire du cercle sont I'aboutissengéimt travail ; les expressions
littérales restent attachées a la géométrie soestjcet sont porteuses d'opérations



numériques. Un détour par les mathématiques chinoisesrenmrhment dans un tout autre
contexte, le déplacement raisonné et subtil de pidegsuzzle pour montrer des résultats,
peut faire penser a cette approche par la grandeur-airexpdisé replace tous ces éléments
dans la mathématique actuelle et répond a une questioraire &5t-elle une notion affine ou
euclidienne? ». Le plan du document rend compte de ce déemilem

VI.
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|.LA METHODE DES AIRES

LA SOURCE : EUCLIDE ET LA TRADITION GRECQUE
LES ELEMENTS D'EUCLIDE

On ne sait pas grand-chose d’Euclide, des dates de sa de son lieu de naissance. Une
remarque de Pappus (fin du llléme siécle) atteste qud gu a Alexandrie un enseignement
mathématique dont Euclide a été le fondateur. Les histodes sciences le situent aux environs du
llléme siecle avant J.C, a un moment capital du développedes mathématiques ; il hérite des
écoles qui I'ont précédé, I'Académie de Platon et le LytAestote ; aprés lui, il y aura Archimeéde
et Apollonius.

Dans le prologue & ses commentaires sur le premierdes&lémentsd’Euclide, Proclus au Véme
siécle trace une histoire des origines des mathématiqyessente Euclide comme le dernier auteur
d’Elémentss’inscrivant dans une tradition ancienne qu’il porte a ecrellence. Il s’agit donc de
mettre en ordre des résultats essentiels permettant atteindre d'autres; ceg&lémentsne
représentent pas la somme des connaissances d'une époigide méservoir des connaissances
fondamentales ; ils entrent dans une construction, epfogresser la connaissance vers de nouvelles
propositions suivant les principes d’une science demonstraéritée d’Aristote et exposée dans les
Seconds analytiquedl n'y a donc rien d’élémentaire a cela au sens delsirou facile. Proclus,
d'ailleurs, précise les sens respectifs de « Elémeats< élémentaire » par une analogie : la fonction
des Elémentsest comparable a celle des lettres de I'alphabet asgaélles la langue est construite.

Le livre I s’ouvre sur une série akfinitionsd’objets géométriques élémentaires, qui expriment ce
gu’est la chose définie sans rien dire de son existence sa nlen-existence. Ces définitions ne sont
cependant pas arbitraires, certaines servent a découveagsophistes de I'ancienne Gréce, d’autres
parmi les choses définies sont en attente d’existencecejseit par les postulats (comme la ligne
droite ou le cercle...) ou par construction (comme leécayr

Dans l'ordre de présentation du premier livre d’Euclideent lesdemandegou postulats) dont on
retiendra entre autres qu'ils assurent la possibilitératzer une droite et une seulement passant par
deux points ainsi que de la prolonger indéfiniment. Les noti@msmanes viennent ensuite qui
donnent les regles générales d’argumentation sur les « gramder plus généralement «les
choses », c'est-a-dire les différentes espéces deidacscmathématique, nombres, grandeurs,
intervalles de temps, poids ; ces notions ou énoncés sontpdérisément communs a toutes ces
espéces et valables pour toutes. h@sons communesont la syntaxe du discours en quelque sorte et
dans l'architecture logique elles ont la place d’axiorkdigs traitent de I'égalité et de I'inégalité dont
elles explicitent les comportements vis-a-vis de cersampérations (ajout ou retranchement).

C’est leur usage dans les diverses propositions qui vont deensra ces notions et permettre une
plus grande formalisation. De la méme maniere, on voitrafigadans les démonstrations, un certain
nombre de propriétés, dont Euclide ne souligne jamais si ellie®méou non des prémisses et qui
sont utilisées comme allant de soi parce qu’elles correspbadene évidence visuelle ou sensible (il
en est ainsi par exemple des propriétés de continuitétetilee qui concerne I'ordre dans le plan, la
convexité etc.).

Pour conclure rapidement, on peut dire que le discours démdnstrelidien s’appuie sur une
axiomatique qui fait appel & une forme de connaissance eugidgs objets et qui a un ancrage
physique ; sur ce socle, par une démarche logique, seuwbosie connaissance discursive qui s’en

! Les datations approximatives de ces deux savants sepohiméde (Syracuse : - 287, - 212), Apollonius
(Perge : - 262, Alexandrie : - 180)

2 Voir bibliographie a la fin du document, les citatisost extraites de la traduction faite au XIXéme sipate

F. Peyrard. La pagination est celle de I'édition de 199&eseul volume.



échappe pour I'enrichir.
LIVRE |, DEFINITIONS®

.Le point est ce dont la partie est nulle.

. Une ligne est une longueur sans largeur.

. Les extrémités d’une ligne sont des points.

. La ligne droite est celle qui est semblablement placdre ses points.

. Une surface est ce qui a seulement longueur et largeur.

. Les extrémités d’une surface sont des lignes.

. La surface plane est celle qui est également platéeses droites.

. Un angle est I'inclinaison mutuelle de deux lignes guibsichent dans un plan, et qui
ne sont point placées dans la méme direction.

9. Lorsque les lignes, qui comprennent ledit angle, sontddetes, I'angle est dit
rectiligne.

10. Lorsqu’une droite tombant sur une droite fait deux ardgesuite égaux entre eux,
chacun des angles égaux est droit ; et la droite placé@mssus est dite perpendiculaire
a celle sur laquelle elle est placée.

11. L’angle obtus est celui qui est plus grand qu’un droit.

12. L’angle aigu est celui qui est plus petit qu’un droit.

13. On appelle limite ce qui est 'extrémité de quelque chose

14. Une figure est ce qui est compris par une seule ou payskismites.

15. Un cercle est une figure plane, comprise par une s@re fuon nomme
circonférence ; toutes les droites, menées a la céoamfe d’'un des points placés dans
cette figure, étant égales entre elles.

16. Ce point se nomme le centre du cercle

[...]

20. Les figures rectilignes sont celles qui sont ternsipae des droites.

[...]

35. Les paralleles sont des droites, qui, étant situées wdameéme plan, et étant
prolongées a l'infini de part et d’autre, ne se rencohtned’'un c6té ni de l'autre

O~NO O WN P

DEMANDES
Conduire une droite d’'un point quelconque a un point quelconque.
Prolonger indéfiniment, selon sa direction, une driaite.
D’un point quelconque, et avec un intervalle quelconque, réégnie circonférence
de cercle.
4. Tous les angles droits sont égaux entre eux.
5. Si une droite, tombant sur deux droites, fait legesnintérieurs plus petits que deux
droits, ces droites, prolongées a l'infini, se rencoatredu c6té ou les angles sont plus
petits que deux droits.
6. Deux droites ne renferment point un espace.

wnN P

NOTIONS COMMUNES
1. Les grandeurs égales a une méme grandeur sont égaledlestre
2. Si a des grandeurs égales, on ajoute des grandeurs legalests seront égaux.
3. Si a des grandeurs égales, on retranche des grandeurslégatestes seront égaux.
4. Si a des grandeurs inégales, on ajoute des grandeurs lagalests seront inégaux.

3 Les ceuvres d’Euclide. 1-3.



5. Si a des grandeurs inégales, on retranche des grarétgles, les restes seront
inégaux.

6. Les grandeurs, qui sont doubles d’'une méme grandeur,gades éntre elles.

7. Les grandeurs, qui sont la moitié d’'une méme grandeurggates entre elles.

8. Les grandeurs, qui s'adaptent entre elles, sont égatieselles.

9. Le tout est plus grand que la partie.

L’ EGALITE DE GRANDEURS
Principe d’'égalité par superposition

L’égalité n'est pas définie, elle est régie d’abord parddon commune 8 qui déduit I'égalité
de la superposition. Des propriétés non explicitées apparaiessuite dans le déroulement des
opérations comme allant de soi ; ainsi, ajouter, relransont pratiquées sur les segments (des droites
pour Euclide) et les angles de maniére évidemment associative
L’inégalité est régie par la notion commune 9 et une sortectepatibilité avec l'ajout et le
retranchement (notions communes 4 et 5). Sa mise en gratigptre que I'ordre est lié a I'adjonction
et gu'il est total. Une sorte de transitivité admisplioitement permet de comparer des grandeurs qui
ne sont pas dans la relation du tout et de la partiee réindeurs comparables, il N’y a ainsi que trois
cas possibles : étre plus grand, étre plus petit, étte éga
Si I'on regarde de plus prés le contenu des propositions, ibgue I'égalité des figures rectilignes
signifie I'égalité des segments et des angles qui les canpokes trois premieres propositions
utilisent la figure du cercle pour reconnaitre I'égadies segments et rendre possible leur report. Le
theme de I'égalité des angles est étroitement assodi@me tde I'égalité des triangles.

Les cas d’'égalité des triangles vont permettre d’édiécliaire les superpositions et vont restreindre les
vérifications d'égalité a quelques unes, suffisantes p@assurer de toutes. On a pu remarquer que la
cinquieme demande dite « postulat des paralléles » différautees demandes, dans son contenu et
son expression, les 26 premieres propositions du livre ltrgitent de I'égalité des figures par
superposition et présentent les cas d’égalité des triamgyefont pas appel. Signalons pour finir, que
le livre 1 concerne surtout la géométrie plane mais quedssl’égalité des triangles sont démontrés
sans que les triangles soient dans un méme plan.

Le premier cas d'égalité est énoncé dans la propositidant on verra que la démonstration n’est
gu’une paraphrase de I'acte de superposition des deux trigpgesomme des plaques matérielles)
puis de la coincidence des figures superposées. Les objetsmakijo@s n’auraient-ils plus ce
caractére immuable que leur conféraient Platon et Aeitdcuclide évitera ensuite toute référence au
mouvement-superposition et il faut bien remarquer ques dette démonstration, le déplacement de la
figure n'est pas de l'ordre de I'expérience réellesii opéré dans la pensée ; mais c’est I'expérience
sensible du mouvement des corps solides qui permet par $&epette faire varier les figures de
position sans que cela influe sur leur forme et leundgar.

LIVRE |, PROPOSITION Vs

Si deux triangles ont deux cotés égaux a deux cotésjmcldachacun, et si les
angles compris par les c6tés égaux sont égaux, cedegamngont leurs bases égales,
ils seront égaux, et les angles restans, soutendus pabtiés égaux seront égaux
chacun a chacun.

Soient les deux triangles ABC, DEF ; que ces deuxglésnaient les deux cotés AB,
AC égaux aux deux cbtés DE, DF, chacun a chacuntdeAi® égal au coté DE, et le
c6té AC au c6té DF, et qu'ils aient aussi 'angle BAC égédngle EDF ; je dis que la
base BC est égale a la base EF, que le triangle ABCégal au triangle DEF, et que

bY

les angles restans, soutendus par les cb6tés égaux, égeant chacun a chacun ;

*ibid, p.5, 6. Les lettres grecques utilisées par Euclide somiaeées par des lettres ordinaires.



'angle ABC égal a 'angle DEF, et 'angles ACB égdlangle DFE.

Car le triangle ABC étant appliqué sur le triangle DEEFpoint A étant posé sur le
point D, et la droite AB sur la droite DE, le point Byspliquera sur le point E, parce
gue AB est égal a DE ; mais AB étant appliqué sur DE,daedAC s’appliquera sur
DF, parce que I'angle BAC est égal a 'angle EDF ; dermmint C s’appliquera sur le
point F, parce que AC est égal a DF ; mais le point Bpsigue sur le point E ; donc
la base BC s’appliquera sur la base EF ; car si le Bogappliquant sur le point E, et
le point C sur le point F, la base BC ne s’appliquais fa& la base EF, deux droites
comprendraient un espace, ce qui est impossible (det. dnc la base BC
s’appliquera sur la base EF, et lui sera égale ; domateyte entier ABC s’appliquera
sur le triangle entier DEF, et lui sera égal ; etdegles restans s’appliqueront sur les
angles restans, et leur seront égaux, I'angle ABG@rgle DEF, et I'angle DCB a
'angle DFE.

Donc, si deux triangles ont deux codtés égaux a deux,adtasun a chacun, et si les
angles compris par les c6tés égaux sont égaux, cedegangont leurs bases égales,
ils seront égaux, et les angles restans, soutendus pabtiés égaux seront égaux
chacun a chacun. Ce qu'il fallait démontrer.

Postulat des paralléles et égalitde grandeurs non superposables

La méthode de superposition et la notion commune 8 fournigsemttériel de base de reconnaissance
de I'égalité, a partir de la le travail géométrique tra @e développer la théorie de I'égalité pour des
grandeurs non superposables ; c’est ce que I'on nam#tieode des airgsuisqu’en termes modernes
cette égalité de grandeurs est I'égalité des airessamsrs aux nombres autres que les entiers.

La méthode des airagpose sur une caractérisation angulaire du parallélisoiesttseulement a cet
endroit, proposition 29, que dans le livre | intervientilequiéme postulat, dont on percoit alors la
fonction. Les propriétés (égalités et inégalités) préedédeobtenues sans le secours de ce postulat,
permettent de montrer quesi une droite tombant sur deux droites fait les angles alternes égaux
entr'eux, ces deux droites seront parallé{psop.27). De la pour toute droite et tout point non situé
sur cette droite, il sera possible, par report d’'angle, eleemune paralléle & cette droite. La réciproque
de cette propositionUne droite qui tombe sur deux droites paralléles fait les anglemakeégaux
entr'eux fait appel au cinquiéme postulat La démonstration par I'dbsde quelques lignes, consiste
a reprendre I'énoncé du postulat au regard de la figure. prepriétés caractéristigues des
parallélogrammes en termes de c6té et d’angle s’en @étluet notamment la proposition 34es
cOtés et les angles opposés des parallélogrammes sont égaux enttediagbnale les partage en
deux parties égalesNous citons les propositions clés de la méthode des &@fest 36 ; les
propositions 37 et 38 en découlent aisément, tout triareyhe [ét moitié d’'un parallélogramme.

La méthode des airesst méthode de démonstration, on le verra ci-dessous damspesitions 47 et

48 (le théoréme dit de Pythagore et sa réciproque). &leussi quadrature car elle permet de ramener
les comparaisons d'aires de figures rectilignes a des coispasale segments (propositions 41 a 45).

> Notation abrégée, dans le texte, pour dire qu'ilfatappel & la demande 6.



LIVRE |, PROPOSITION XXXVP

Les parallélogrammes, construits sur une méme baeatit les mémes paralléles,
sont égaux entr'eux.

Que les parallélogrammes ABCD, EBCF soient constsuitda base BC, et entre les
mémes paralleles AF, BC; je dis que le parallélogranikB&£D est égal au
parallélogramme EBCF.

B C

Car puisque ABCD est un parallélogramme, AD est égal A3 ( par la méme

raison, EF est égale a BC ; donc AD est égal a ERs lmalroite DE est commune ;
donc la droite totale AE est égale & la droite total§idfE. 2} ; mais AB est égal & DC
(34) ; donc les deux droites EA, AB sont égales au deuxedréD, DC, chacune a
chacune ; mais I'angle extérieur FDC est égal a lamgérieur EAB (29) ; donc la
base EB est égale a la base FC (4) ; donc le triangk 4efa égal au triangle DCF.
Retranchons la partie commune DHE ; le trapéze restBHD sera égal au trapéeze
restant EHCF (not.5) ; ajoutons le triangle commuBICH le parallélogramme total
ABCD sera égal au parallélogramme total EBCF. Donc, etc.

LIVRE |, PROPOSITION XXXVI

Les parallélogrammes, construits sur des bases égadedretles mémes paralléles,
sont égaux entr'eux.

LIVRE |, PROPOSITION XXXVII
\ Les triangles, construits sur la méme base et ergrmé&mes paralléles, sont égaux
LIVRE |, PROPOSITION XXXVIII

Des triangles, construits sur des bases égales etlentr&mes paralléles, sont égaux
entr'eux.

La méthode des airepermet par étapes (en cing propositions) de construire pate figure
rectiligne, un parallélogramme qui lui soit égal, celuétant assujetti &tre inscrit dans un angle
rectiligne donnél'un de ses cété étant lui aussi donné. La méthode raméndadommparaison de
certaines grandeurs a la comparaison de segments ; ce tjndégie, dans les livres suivants, toutes

® Les ceuvres d’Euclide. 28.
" Notation abrégée, dans le texte, pour dire qu'ilasiappel & la proposition 34 précédente.
8 Notation abrégée, dans le texte, pour dire qu'ilasiappel & la notion commune 2.
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les grandeurs sont représentées par des segments. Laitjmmopd8 est capitale dans cet
enchainement.

LIVRE |, PROPOSITION xuin®

Dans tout parallélogramme, les compléments des pagddhmes autour de la
diagonale, sont égaux entr'eux.

Soit le parallélogramme ABCD, que AC soit sa diagorgléautour de AC soient les
paralélogramme E¥, FH, et les parallélogrammes BK, KD quon appelle
compléments ; je dis que le complément BK est égabmplEment KD.

A T D

AN 7

/ N

B H C
Car puisque ABCD est un parallélogramme, et que AC esiagarthle, le triangle
ABC est égal au triangle ACD. De plus, puisque EKTA egtanallélogramme, et que
AK est sa diagonale, le triangle AEK est égal au giATK ; le triangle KFC est
égal au triangle KHC, par la méme raison ; donc ledgi@AEK avec le triangle KHC
est égal au triangle ATK avec le triangle KFC ; maitriangle entier ABC est égal au

triangle entier ADC ; donc le complément restant & égal au complément restant
HD (not.3). Donc, etc.

La démonstration du Théoreme de Pythagore illustre parfaitt la méthode démonstrative
euclidienne ; il faut entendre par « quarré du cété » nonyrasalcul fait & partir d'un coté, ce qui
dans ce cadre n’a aucun sens, mais bien un carré coostrdéicrit sur le c6té comme l'indique la
traduction plus précise de B. Vitrac et comme le confiar@éimonstration.

LIVRE |, PROPOSITION XLvI*
Dans les triangles rectangles, le quarré du coté oppdia@gle droit est égal aux
guarrés des c6tés qui comprennent l'angle droit.

Soit ABC un triangle rectangle, que BAC soit 'anglit ; je dis que le quarré du
c6té BC est égal aux quarrés des cbtés BA, AC.

Décrivons avec BC le quarré BDEC, et avec BA, ACdearrés HB, TC ; et par le
point A conduisons AL parallele a 'une ou l'autre desitdeoBD, CE ; et joignons
AD, FC.

° EUCLIDE, [Eu 1], tome |, livre |, p. 34.

10| es parallélogrammes sont souvent désignés par lesettres ssignées a deux sommets opposés.

M EucLipg, [Eul], p. 38.Vitrac traduit le méme énoncé pérans les triangles rectangles, le carré sur le coté
sous-tendant I'angle droit est égal aux carrés sur les cétés anttéangle droit.[Eu2], p. 282
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Puisque chacun des angles BAC, BAH est droit, les deutedr&C, AH, non placées
du méme co6té, font avec la droite BA au point A de ahtdée, deux angles de suite
€égaux a deux droits ; donc la droite CA est dans la diredgoAH ; la droite BA est
dans la direction de AT, par la méme raison. Et puisqugle DBC est égal a I'angle
FBA, étant droits I'un et l'autre, si nous leur ajoutdasgle commun ABC, l'angle
entier DBA sera égal a I'angle entier FBC (not.4)plisque DB est égal a BC, et FB
a BA, les deux droites DB, BA sont égales aux deuxteBoCB, BF, chacune a
chacune ; mais I'angle DBA est égal a 'angle FBfonc la base AD est égale a la
base FC, et le triangle ABD est égal au triangle FBCMais le parallélogramme BL
est double du triangle ABD (41), car ils ont méme baseeBI» sont entre les mémes
paralleles BD, AL ; le quarré BH est double du triangle F& ils ont la méme base
BF et ils sont entre les mémes paralléles FB, HClessgrandeurs qui sont doubles
des grandeurs égales sont égales entr'elles ; donc lééfmanaimme BL est égal au
guarré HB. Ayant joint AE, BK, nous démontrerons seivlelment que la
parallélogramme CL est égal au carré TC ; donc le qeatiér BDEC est égal aux
deux quarrés HB, TC. Mais la quarré BDEC est décrit Bé&cet les quarrés HB, TC
sont décrits avec BA, AC ; donc le quarré du c6té BC edtadgaquarrés des cotés
BA, AC. Donc dans les triangles,etc.

Figures et calcul rhétorique sur les grandeurs

Le livre Il desElémentsapplique la méthode des aires en spécifiant 'angle gatiaisi, ce sera
langle droit; c’est donc de rectangles et carrés donttilgeestion, et 'on y trouvera une série
d’énoncés, a peu pres indépendants les uns des autres, quitd@yadité de figures construites
comme des puzzles a l'aide de rectangles et carrés. Orapotorire ces relations de maniere
moderne comme des identités algébriques, a condition de trgmhrirdes signes opératoires le
discours euclidien sur les grandeurs. Ici, il n’y a papétations; il n'y a que des maniéeres d’apparier
des figures entre elles.

L’'une des deux définitions en téte du livre consiste & nonumernouvelle figure de référence, le
gnomon :que dans tout parallélogramme, I'un quelconque des parallélogrammes décrits detiau
diagonale avec les deux compléments soit appelé gnoBwerce terme polysémique retenons
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seulement du commentaire de Vitfagu'il désigne aussi 'équerre, et que par analogie en géemét
il désignela figure qui, ajoutée au carré accroit sa taille sans altérefosme.

On retrouve des références au livre Il dans la suiteElésentsa des places ou il s’agit de ce que
nous appelons actuellement des relations métriques (pavrextlll sur le cercle et livre XllI sur les
solides platoniciens). Il en est ainsi de la propositiccodime des propositions 5 et 6, similaires dans
leur forme (elles expriment par un rectangle la différencadede carrés), similaires dans leur devenir
géométrique (elles commandent les deux cas de figure sur &apeesd’'un point par rapport a un
cercle suivant que le point est intérieur ou extér@ucercle). On pourra lire ci-dessous la proposition
4, dont la traduction algébrique moderne, avec des letstdddentité (a + b)= & + 2ab + b.

LIVRE Il, PROPOSITION V3

Si la droite est coupée a volonté, le quarré de la dzatiere est égal aux quarrés des
segments, et a deux fois le rectangle contenu sodsilessegments.

Que la droite AB soit coupée a volonté au point C jgegde le quarré de AB est égal
aux quarrés des segments AC, CB, et a deux fois le géeteantenu sous AC, CB.

C
A B
H
T K
D F E

Avec AB décrivons le quarré ADEB ; joignons BD ; paptent C conduisons CHT
parallele a l'une ou l'autre des droites AD, EB, et papdént H conduisons TK
parallele a 'une ou l'autre des droites AB, DE.Huclide s’applique a démontrer que les
quadrilatéres CHKB et TDFH sont des carrés et invoqueteriauproposition 43 du livre 1,
puis il conclut].Donc les quatre figures TF, CK, AH, HE sont égales awatrés des
droites AC, CB et a deux fois le rectangle comprigssAC, CB. Mais les quatre
figures TF, CK, AH, HE sont la figure entiere ADEB, gsi & quarré de AB ; donc le
guarré de AB est égal aux quarrés des droites AC, CB,deux fois le rectangle
compris sous AC, CB. Dong, etc.

RAPPORTS DE GRANDEURS ET PROPORTIONS

Définir le rapport de deux grandeurs

Comment penser la mesure dune grandeur par une autre grandemg on dispose
uniguement des nombres entiers, au sens de dénombrer, etsqoelles présupposés d'une telle
tentative ? D'apres les textes précédents, les grandensgdérées sont des grandeurs comparables
pour I'égalité ou l'inégalité (encore faut-il savoir comménteconnaitre !) que I'on sait ajouter ou
retrancher (quand cela est possible). Dans ces conditiopsubralors choisir une grandeur-unité de

2Euclide, les élémentp, 326.
13 Les ceuvres d’Euclide. 43.
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mesure, et concrétement ou par la pensée, on découpantiegr qu’il s’agit de mesurer en sous
grandeurs égales a cette unité et on lui associe un nauanel on le peut, c'est-a-dire, quand « ¢a
tombe juste ». C’est une situation quotidienne de la pratigaeartisans qui consiste & comparer les
multiples de la grandeur unité avec la grandeur donnée etndiaffil y un reste avec une unité plus
petite. Le champ ici est purement spéculatif, et leetexclidien expose une théorie des proportions de
grandeurs.

Faisons un peu de fiction et exprimons les choses algébimuerpour les Grecs, une grandeur G’
mesure une grandeur G plus grande que G’, si G est mulgpB (livre V, déf. 1 et 2 ci-dessous). Si
G et H sont mesurées par G’, on peut alors les compdedé des nombres. Il est possible alors de
dire que la grandeur G est le méme multiple de G’ qugdadeur K par exemple I'est de G”. On
comprend (mais ce n’est pas le propos d’Euclide) que dapeiiede vue, si deux grandeurs G et H
ont une mesure commune, c’est a dire sont mesurées par ore gréndeur, cela permet de leur
associer un couple d’entiers, unique en un certain semagsure commune n’étant pas unique) et
donc au fil d'un processus mathématique scrupuleux, un rationnetgrésente la mesure d'une des
grandeurs quand on prend l'autre pour unité.

C’est la comparaison des multiples qui est accessillétetminante pour exprimer le rapport de deux
grandeurs qu’on ne peut, a cette époque, exprimer numériqudraetrainscription algébrique du
texte (déf. 6), montre que I'égalité de deux rapports dedgtas est liée au fait que les couples
d’entiers ou, parlons moderne, les rationnels sont semblattigrf@eés par rapport & 'un ou l'autre
de ces rapports (qu'on identifie alors a un réel). L'inégalient du fait que I'un des rationnels
échappe a ce classement.

Le livre V desElémentsdéveloppe cette théorie des rapports de grandeurs. Sur lesiéfingtions

qui ouvrent le livre nous donnons a lire les huit premiéres.

On remarquera (déf. 3) que I'existence d'un rapport supplosmogénéité des grandeurs selon la
qguantité. Sont donc exclues des grandeurs comparables suiattes!’ types de relation, la
succession ou l'orientation par exemple. De méme, Btrpas possible de produire une grandeur
physique, la vitesse, comme rapport d’'une distance et d'yrstgui sont hétérogenes.

On notera aussi que la définition 5 délimite le champ d'egitin de la théorie, celui des grandeurs
que nous qualifions d’archimédienniés.

LIVRE V, DEFINITIONS®®

1. Une grandeur est partie d’'une grandeur, la plus petite pleidagrande, quand la
plus petite mesure la plus grande.

2. Une grandeur plus grande est multiple d’'une grandeur ptiis, pguand la plus
grande est mesurée par la plus petite.

3. Une raison, est une certaine maniére d'étre de deugdegramhomogenes entrelles,
suivant la quantité.

4. Une proportion est une identité de raisons.

5. Des grandeurs sont dites avoir raison entr'ellessqiee ces grandeurs, étant
multipliées, peuvent se surpasser mutuellement.

6. Des grandeurs sont dites étre en méme raison, lagveemila seconde, et la
troisieme a la quatrieme, lorsque des équimultiples quglesnde la premiere et de la
troisieme, et d'autres équimultiples quelconques de lansiecet de la quatrieme sont
tels, que les premiers équimultiples surpassent, chacuhaéurm, les seconds
équimultiples, ou leur sont égaux a la fois, ou plusgatia fois.

7. Les grandeurs qui ont la méme raison sont dites propoedles.

8. Lorsque, parmi ces équimultiples, un multiple de la prersurpasse un multiple
de la seconde, et qu'un multiple de la troisieme ne swpgaas un multiple de la

14 En référence & un énoncé quasi équivalent qu’Archimédeemte comme postulat dans son trie la
sphére et du cylindre.
15 BucLiDE, [Eul], p. 113.
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quatrieme, on dit alors que la premiére a avec la secor@plus grande raison que la

troisieme avec la quatrieme.
Le rapport de grandeurs ou raison, n'est ni nombre ni goandis participe de la quantité puisque
'égalité et l'inégalité de raisons sont définies. LwdiV, qui compte 25 propositions, expose les
manipulations a finalité opératoire portant sur lesoraset donne des regles de calcul sur les rapports
de grandeurs. Autorisons nous a écrire les rapports sous rame dtgébrique ; pour une proportion
A/B = C/D, Euclide distingue ainsi I'inversion, B/A = D/@ permutation, A/C = B/D, la régle de
composition, sans étre vraiment définie est utilisée &oferme : de A/B = K/L et C/D = L/M est
déduit la raison composée de A/B et C/D égale a K/M.

Méthode des aires et proportions

Le livre VI illustre et fait comprendre les enjeux du éivww en l'appliquant aux lignes rectilignes
(segments). Il s’ouvre par deux proposition fondamentalas IpEude des figures semblables: la
premiere dont la démonstration, reproductible, montre commeléfinition de I'égalité de raisons est
opératoire, la seconde n’est autre que la premiéerégooafion de Thalés vue au collége.

Les énoncés des propositions 14 et 16 expriment géométriquemestnem d'aire l'idée de
multiplication, la proposition 23 illustre la maniére dont liElecmanie la notion de raison composée
(aux origines de ce qui deviendra la multiplication de deurmaisu rapports).

Il est en effet important de noter le cadre euclidienregt qui sera élargi ensuite. Permutation,
inversion et composition, qui sont des manipulations surgdesdeurs (les termes des rapports)
deviendront opérations sur les raisons ; on peut voir que stamintroduction a I'Art Analytique
Viéte, fondateur de I'algébre littérale en occident, les dancemme des régles sur les raisons, tirées
d’Euclide, et plus tard, Galilée pourra donner le rappodets vitesses comme le produit du rapport
des distances et du rapport inverse des temps.

LIVRE VI, PROPOSITION PREMIRE'®

Les triangles et les parallélogrammes qui ont la mBawgeur sont entr'eux comme
leurs bases.

Soient les triangles ABC, ACD, et les parallélograrmmB€, CF, ayant méme hauteur,
savoir, la perpendiculaire menée du point A sur BD ;igeqde la base BC est a la
base CD comme le triangle ABC est au triangle ACGD;oenme le parallélogramme
EC est au parallélogramme CF.

Prolongeons la droite BD de part et d’autre vers lestpal, L ; prenons tant de
droites gu’on voudra BH, HT, égales chacune a la baseeBtant de droites qu’on
voudra DK, KL, égales a la base CD ; joignons AH, AK, AL.

Puisque les droites CB, BH, HT sont égales entr'disstriangles ATH, AHB, ABC
sont égaux entr'eux (38.1) ; donc le triangle ATC estnéme multiple du triangle
ABC que la base TC l'est de la base BC. Par la mémerale triangle ALC est le
méme multiple du triangle ACD que la base CL I'est dbdase CD. Donc si la base
TC est égale a la base CD, le triangle ATC est égatiangle ALC ; si la base TC
surpasse la base CD, le triangle ATC surpasse le legi#idC (38.1) ; et sila base TC
est plus petite que la base CL, le triangle ATC est plts gee le triangle ACL.
Ayant donc quatre grandeurs, les deux bases BC et CBs elelix triangles ABC,
ACD, on a pris des équimultiples quelconques de la baseeB@u triangle ABC,
savoir, la base TC et le triangle ATC ; on a pris awusautres équimultiples
guelconques de la base CD et du triangle ACD, savoigda GL et le triangle ACL ;

% ibid, p. 139-140.
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et 'on a démontré que si la base TC surpasse la baslke @langle ATC surpasse le
triangle ALC ; que si la base TC est égale a la baseleClriangle ATC est égal au
triangle ALC, et que si la base TC est plus petite qumade CL, le triangle ATC est
plus petit que le triangle ALC ; donc la base BC est hase CD comme le triangle
ABC est au triangle ACD (déf. 6. 5). [...].

PROPOSITION 11’

Si 'on mene une droite paralléle a un des c6tés diamdle, cette droite coupera
proportionnellement les cotés de ce triangle ; etsscégés d’'un triangle sont coupés
proportionnellement, la droite qui joindra les sectioma gearallele au c6té restant du
triangle.

Menons DE parallele & un des c6tés BC du triangle AgCdis que BD est a DA
comme CE est a EA.
Joignons BE, CD.

Le triangle BDE sera égal au triangle CDE (37.1), pgtcis ont la méme base DE,

et qu’ils sont compris entre les mémes paralleles DE, Bais ADE est un autre

triangle ; et des grandeurs égales ont la méme raigmume méme grandeur (7.5) ;
donc le triangle BDE est au triangle ADE comme knigie CDE est au triangle ADE.
Mais le triangle BDE est au triangle ADE comme BDa&BPA ; car ces deux triangles
gui ont la méme hauteur, savoir, la perpendiculaire endaoépoint E sur la droite AB,

sont entreux comme leurs bases (1.6). Par la mémenrdastriangle CDE est au

triangle ADE comme CE est a EA ; donc BD est a DAwow CE est a EA. [...]

" BucLIDE, [Eul], tome 1, p. 141.
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LIVRE VI, PROPOSITION XIV}®

Deux parallélogrammes étant égaux et équiangles, les aGtéur des angles égaux
sont réciproquement proportionnels ; et les parallélograngmeiangles dont les cotés
autour des angles égaux sont réciproquement proportiommelégaux entr'eux.

LIVRE VI, PROPOSITION XVI

Si quatre droites sont proportionnelles, le rectanglepeisnsous les deux extrémes est
égal au rectangle compris sous les moyennes ; etrectingle compris sous les deux
extrémes est égal au rectangle compris sous les moyase®sjuatre droites sont

proportionnelles.

LIVRE VI, PROPOSITION XXt

Les parallélogrammes équiangles ont entr’eux une rasomposée des cOtés.

Soient les parallélogrammes équiangles AC, CF, ayanglé BCD égal a l'angle
ECH ; je dis que la parallélogramme AC a avec le pdogifamme CF une raison
composée des cbtés, c'est-a-dire celle que BC a aveetQle celle que DC a avec
CE.

Placons ces parallélogrammes de maniere que la droite iB@ass la direction de la
droite CH; la droite DC sera dans la direction de CE 1(j14Achevons le
parallélogramme DH ; prenons une droite quelconque K ; faisarsorte que BC soit
a CH comme K est a L, et que DC soit & CE comme h &112.6).

A

———y

Les raisons de K a L et de L a M seront les mémes guaigons des coOtés, c'est-a-
dire que celle de BC a CH et que celle de DC a CE. Marsison de K a M est
composée de celle de K a L et de celle de L a M ; dodmlée K a avec la droite M
une raison composée des cbtés. Et puisque BC est a CHeclenparallélogramme
AC est au parallélogramme CT (1.6), et que BC est a CHneokhest a L, Kesta L

18 EucLIDE, [Eul], p. 152-153
Yibid, p. 165.
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comme le parallélogramme AC est au parallélogramme CB)(1De plus, puisque
DC est a CE comme le parallélogramme CT est au pagidnme CF, et que DC est
a CE comme L est a M (1.6), L est a M comme le pdogitémme CT est au
parallélogramme CF (11.5). Mais on a démontré que K est aomme le
parallélogramme AC est au parallélogramme CT, et L esM acomme le
parallélogramme CT est au parallélogramme CF ; donc,gadités K est a M comme
le parallélogramme AC est au parallélogramme CF (22.5)s Madroite K a avec la
droite M une raison composée des cétés. [...] Donc, etc.

NUMERISATION DE LA GEOMETRIE

TRANSFORMATION DE L 'ORTHODOXIE EUCLIDIENNE , LE CAS A.M LEGENDRE

Les Eléments de géométrae Legendre & la fin du XVlliéme siécle ont été réédiggmombreuses
fois ; transformés et adaptés a I'enseignement, ilsngpirés les manuels d’enseignement des classes
de mathématiques jusque ceux de Rouché et Comberousse d@amdtd (fin XIXéme) et plus loin,
Deltheil et Caire, et, Lebossé et Hemery, cela jusqu’dieumdu XXéme siécle (sauf pendant
quelques années autour de la réforme de 1902-1905). IIs dévelapeeexposition cohérente de la
géométrie élémentaire avant I'élaboration du statut de reméel, ce qui est la situation de
'enseignement secondaire)

Legendre reprend I'exposé euclidien comme en témoigne l'aueedu livre | par I'énoncé de
principes comprenant vingt définitions, une explication et cinoraes:

DEFINITIONS?®

|. La géométrie est une science qui a pour objet faraale I'étendue. L'étendue a
trois dimensions, longueur, largeur et hauteur

Il. Laligneest une longueur sans largeur. Les extrémités d’'unedigppellent
points : le point n'a donc pas d’étendue.

lll. La ligne droiteest le plus court chemin d’'un point & un autre.

IV. Toute ligne qui n’est ni droite ni composée de ligneitdrest undigne courbe
[...]

V. Surfaceest ce qui a longueur et largeur, sans hauteur ni épaisseur.

VI. Le plan est une surface, dans laquelle prenant deux peinjsignant ces deux
points par une ligne droite, cette ligne est toute entiéntenue dans la surface.

[...]

XIl. Deux lignes sont diteparalleles lorsque, étant situées dans un méme plan, elles
ne peuvent se rencontrer a quelque distance qu’on les gedlane et l'autre.

Explication des termes et des signes

Axiomeest une proposition évidente par elle-méme.

Théorémeest une vérité qui devient évidente au moyen d’'un raisoamenappelé
démonstration

Problémeest une question proposée qui exige solation

[..]

20 Eléments de géométrieegendre, p.1-6.
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AXIOMES

Deux quantités égales a une troisieme sont égales dege e

Le tout est plus grand que la partie.

Le tout est égal a la somme des parties dans les qilellég divisé.

D’un point a un autre on ne peut mener qu’une seule ligritedr

Deux grandeurs, ligne, surface ou solide, sont égalessju@tant placées I'une sur
l'autre elles coincident dans toute leur étendue.

agrwnE

Grandeurs et nombres, méthode des aires

Mais il distingue (livre Ill),’'égalité au sens de la superpositionl’étuivalenceau sens dsurfaces
égales Legendre ne pose pas de postulat des paralléles, il gémsmtrer, et la démonstration est
erronée, que la somme des angles de tout triangle estééBaleoits (ce que 'on sait étre équivalent
au postulat d’Euclide) et de la gDeux paralléles sont partout également distantes.

Par ailleurs, il accepte les opérations sur les rappertgrandeurs par le fait qu’ils se comportent
comme des rapports de nombres via le choix d'une unité de mesite.sGrte d’explication ne
trouvera des termes rigoureux qu’apres la définition des nomlaiesarpartir des nombres entiers. La
note placée au début du livre Il rend compte de cette diféicul

N.B?%. Pour lintelligence de ce livre et des suivantsailtfavoir présente la théorie
des proportions, pour laquelle nous renvoyons aux traithsaines d’arithmétique et
d’algébre. Nous ferons seulement une observation, gtriéssimportante pour fixer le
vrai sens des propositions, et dissiper toute obscseditdans I'énoncé, soit dans les
démonstrations.

Sion a la proposition A: B :: C : D, on sait qu@teduit des extrémes A x D est égal
au produit des moyens B x C. Cette vérité est incontesfahir les nombres ; elle
I'est aussi pour des grandeurs quelconques, pourvu qu’elles s¥exprou qu'on les
imagine exprimées en nombres ; et c'est ce qu'on peubummujsupposer : par
exemple, si A, B, C, D sont des lignes, on peut imagin&re de ces quatre lignes,
ou une cinquiéme, si I'on veut, serve a toutes de commasire et soit prise pour
unité ; alors A, B, C, D représentent chacune un certainbre d’unités, entier ou
rompu, commensurable ou incommensurable, et la proportios lestlignes A, B, C,
D devient une proportion de nombres.

Le produit des lignes A et D, qu'on appelle aussi teatangle n’est donc autre chose
que le nombre d’'unités linéaires contenues dans A, riélfyar le nombre d’unités
linéaires contenues dans D ; et on concoit facilergaetce produit peut et doit étre
€gal a celui qui résulte semblablement des lignes@® et

Les grandeurs A et B peuvent étre d’'une espece et ledegns C et D d’'une autre
espece, par exemple, des surfaces ; alors il faut teujegarder ces grandeurs comme
des nombres : A et B s’expriment en unités linéairest, @ en unités superficielles, et
le produit A x D sera un nombre comme le produit B x.C] [

Ayant ramené le travail sur les équivalences a des caispas de rectangles, la proposition clef pour
le passage de I'égalité aux proportions est Deex rectangles de méme hauteur sont entre eux
comme leurs bases$i les bases sont commensurables, c’est évident, sinoaisonmement par

2 |bid, p.61.
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labsurde et des considérations d'inégalités en viennent a hegendre donne une sorte de
raisonnement d’exhaustion simplifié par l'utilisation d’'une geate proportionnelle :

PROPOSITION IIf?
Deux rectangles de méme hauteur sont entre eux comme leurs bases.

Soient ABCD, AEFD, deux rectangles qui ont pour hauteummoune AD ; je dis
gu’ils sont entre eux comme leurs bases AB, AE.
Supposons d’abord que les bases AB, AE, soient commensueaiieselles, et
gu’elles soient, par exemple, comme les nombres 7 st drit divise AB en 7 parties
égales, AE contiendra 4 de ces parties, €levez a chaguoe gmidivision une
perpendiculaire a la base, vous formerez ainsi se@nglets partiels, qui seront égaux
entre eux, puisqu’ils auront méme base et méme hauteur.
Le rectangle ABCD contiendra sept rectangles partidadis que AEFD en
contiendra quatre ; donc le rectangle ABCD est au rgletahkDEF comme 7 est a 4,
ou comme AB est a AE. Le méme raisonnement peut étrigja@@ tout autre rapport
gue celui de 7 a 4 ; donc, quel que soit ce rapport, pourvusgiticommensurable,
on aura,

ABCD : AEFD :: AB : AE.
Supposons, en second lieu, que les bases AB, AE, so@himensurables entre
elles, je dis qu’on n’en aura pas moins,

ABCD : AEFD :: AB : AE.
Car si cette proportion n’est pas vraie, les troisnpees termes demeurant les mémes,
la quatrieme sera plus grand ou plus petit que AE. Supposohsajtiplus grand et
gu’on ait,

ABCD : AEFD :: AB : AO.

A E IO B

Divisez la ligne AB en parties égales plus petites queiBOaura au moins un point
de division | entre E et O : par ce point élevez sulailerpendiculaire IK ; les bases
AB, Al, seront commensurables entre elles, et ainsauna, par ce qui vient d’étre
démontré,

ABCD : AIKD :: AB : Al.
Mais on a, par hypothése,

ABCD : AEFD :: AB : AO.
Dans ces deux proportions les antécédents sont égaux ;ledoeonséquents sont
proportionnels, et il en résulte,

2ibid, p.63-65.
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AIKD : AEFD :: Al : AO.
Mais AO est plus grand que Al ; donc, pour que cette propastibsistat, il faudrait
gue le rectangle AEFD fat plus grand que AIKD ; or, au @y il est plus petit ;
donc la proposition est impossible ; donc ABCD ne peet&®KEFD comme AB est a
une ligne plus grande que AE.
Par un raisonnement entierement semblable, on prougeigila quatrieme terme de
la proportion ne peut étre plus petit que AE ; donc iégsal a AE.
Donc, quel que soit le rapport des bases, deux rectangle€he hauteur ABCD,
AEFD, sont entre eux comme leurs bases AB, AE.

L'aire du rectangle

Ce résultat permet de répondre a la question de la mesurecthngle, Legendre prend soin de
commenter la question du choix de 'unité, et d’interpré@erdmbre associé a B/A comme la mesure
de B quand on prend A pour unité, avant de convenir de prendre pigud’aire le carré dont le coté
est l'unité de longueur :

Donc on peut prendre pour mesure d’un rectangle le prodsa 8ase par sa hauteur,
pourvu qu’'on entende par ce produit celui de deux nombres,ontiiless nombre
d’'unités linéaires contenues dans la base, et le nombrité$ linéaires contenues
dans la hauteur.

Cette mesure, d’ailleurs, n'est pas absolue, mais reeulerelative ; elle suppose
gu’'on évalue semblablement un autre rectangle en mes@mmoses par la méme
unité linéaire ; on obtient ainsi un second produit, eafgport des deux produits est
€gal a celui des rectangles, conformément a la proposjtion vient de démontrer.
Par exemple, si la base du rectangle A est de troigsurit sa hauteur de dix, le
rectangle sera représenté par le nombre 3 x 10, ou 3Mra&ayui ainsi isolé ne
signifie rien ; mais si on a un second rectangle B ¢hobase soit de douze unités et la
hauteur de sept, le second rectangle sera représenténuamibre 7 x 12, ou 84 : de la
on conclura que les deux rectangles A et B sont entxecomme 30 est a 84 ; donc si
on convenait de prendre le rectangle A pour l'unité de medans les surfaces, le
rectangle B aurait alors pour mesure absolue 84/30, ctist-aju’il serait égal a
84/30 d'unités superficiell€s.

FECONDITE DU XIX émeSIECLE

La théorie des transformations et le programme d’Erlangeduisant la multiplicité des
géomeétries, I'évolution de la mécanique, puis la constructismndenbres réels, vont profondément
modifié le paysage.

Les traités de la fin du XIX éme et de la premiére maiti XXeme integrent cette évolution : ils
introduisent le point de vue des groupes et des invarifls présentent de maniere organisée les
notions de déplacements et de symétrie en portant souvenisiore mécanique a l'intérieur de la
géomeétrie, héritée de I'idée de mouvement ; mais c’estrsoadre géomeétrique déja constitué qui est
celui d’Euclide.

En effet notre expérience de l'espace s’exprime en termesaleement de translation et de
mouvement de rotation, le cours de géométrie donne alorstuh ggamétrique a ces déplacements
qui permettent le passage d’'un solide de I'espace ou digue invariable du plan d’'une position
initiale & une position finale. Qu'il s’agisse du plande I'espace I'idée de déplacement est reliée a
I'égalité des figures au sens de la superposition. Eaireider deux figures en amenant I'une F sur
lautre F’, c'est effectuer une opération sur les oo F qui les aménent sur les points de F’, et on

3 |bid, p. 66.
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va l'effectuer de la maniére la plus économique possidar cela il s'agit de la connaitre sur un
minimum de points pour la connaitre sous. De ce point de vue découle les propriétés d'invegja

le souci d’étudier systématiquement les figures homolodaesdigures simples et aussi la possiblité
de composer et décomposer. L'exercice dans cette géenu@nisiste alors a reconnaitre des
régularités ou des propriétés des figures, en découvsamatesformations qui I'habitent.

Jusqu’'a la réforme des mathématiques modernes, la voie moyermoerrd de géomeétrie reste ainsi
dans la problématique euclidienne et introduit sans féemal au point de vue des groupes et des
invariants présenté dans le programme d’Erlangen.

Cas d’isométrie et/ou cas d’égalité

Dans I'histoire de la géométrie (autant que dans la peti@ive des « commengants »), ce qui est
premier ce sont I'égalité et le mouvement, la notion destormation se construit ensuite au confluent
de plusieurs problématiques et vient enrichir le cadredéeiclen le placant dans un champ plus vaste.
Au contraire de cela, actuellement, le principe d’égalié superposition est refusé au collége pour
une présentation qui met en avant les isométries plagfiexions, demi-tours, rotations ; d’'une part,

il est souvent naturellement ou implicitement utilisé @léves et professeurs et d’autre part s’en
priver entraine en seconde des contorsions voisines de I'esteodaes la présentation des cas
d’isométries.

Remarque dans les premiéres activités géométriqgues proposéeglenes, il y a équerre, regle
compas, rapporteur, tous instruments servant a reprodute eéme » par superposition (deux
segments de méme longueur sont de maniére évidente a ce peiposaples que ce « méme » a été
acquis via la superposition avec une régle).

Fonder proprement la géométrie élémentaire n’est pas sitaptecours a une axiomatique est ici
exclu. Le qualificatif « isométrique » est introduit patuiter le mouvement-superposition mais il
induit une mesure (et les nombres réels) dont la construcidmoes de portée et dont la pratique
reléve de ce qu’on voulait éviter.

Il 'y a une exposition cohérente de la géométrie euclidiennee maséun principe (I'égalité par
superposition) et des regles opératoires sur les grandeutsceia étant porté par I'expérience
sensible, et sur ce socle le discours démonstratif can&tdifice. Dans ce discours le mot « égalité »
a plusieurs déterminations. Et c’est pratique couranteathématiques que d’identifier des objets qui
relévent du « méme » d’'un certain point de vue, toutomsearvant le souvenir gu'ils sont distincts,
c’'est précisement faire le travail d’abstraction ;sle@ champ de formes simples, I'exercice a du bon.
L’égalité n'est pas l'identité, ni une chose en soi a aaquedle prend consistance et forme au regard
des choses mises en comparaison.

Au programme de seconde figurent les triangles isométrige&® notion est-il dit «¢pond a un
souci de faire revivre les acquis du college en évitant lesioégisystématiques Mais alors deux
triangles isométriques seraient alors deux trianglesrsespondant par une isométrie. Sachant que les
éléves ne peuvent penser cela convenablement, il estediteggeignant peut choisir sa définition en
fonction de sa classedeux triangles sont isométriques si I'un est I'image de l'autre par une
translation,une symétrie axiale, une rotation ou une succession ds tedlesformations »le
commentaire continue « une autre définition plus intuitive pourrait étre « deux triangles sont
isométriques s'ils ont des cbtés et des angles respectivegaunx ¥ I'objectif est d’atteindre
rapidement les cas d'isométrie »... « I'enseignant décidera en fonctisesdéleves et du temps dont
il dispose du caractére admis ou démontré des trois cas d’'isordégigiangles »

Comment pourrait-il faire quand on lui propose deux définiticnsrespondant a des problématiques
différentes dont aucune n’est accessible a ce niveau ?

UNE REINTERPRETATION DE LA TRILOGIE « GRANDEUR, NOMBRE, MESURE » a l'usage de
'enseignement.

Dans l'exposé de la géométrie élémentaire hérité d’Euclete,questions posées par la
comparaison des grandeurs et la mesure sous-tendent I'erteles nombres et l'introduction des
nombres réels. Tout autre est le point de vue actuel gsiettend une connaissance des nombres

22



réels, ou plutét de « nombres » préexistant a tout mesuraéalisés sur les écrans des calculatrices
(reffectivité est donc aux commandes et toute questionfioiiude est évacuée). Quelles bases
logiques un peu solides se donner pour I'enseignement de la&g&oBiémentaire ? Des livres de
préparation aux concours d’enseignement s’appliquent a donnemecdmagage aux futurs
professeurs, une axiomatique, non minimaliste, exprimée eresesimples, sorte de prémisse sur
laquelle construire un exposé cohérent qui ne s’enseignengiassur laquelle s’appuyer ; chacune
raconte & sa facon le rapport entre formes géométridéeer@aires, grandeurs et nombres ; dans
chacune on retrouve des axiomes d’incidence, d'ordre efrgdguence.

Derniérement le livre de Daniel PerMathématiques d’école, nombres, mesures et géomieieen
avant la notion d’aire et introduit comme axiome une notiomesure d'aire i est une application
d'un ensemblé® de parties du plan dites quarrables dans I'enseRibldes nombres réels positifs ou
nul, simplement additive, invariante par isométrie et homogéaes un changement d’échelle de
coefficienta, l'aire d’une partie quarrable est multipliée pax.

Moyennant quoi, il en déduit I'égalité d'aires des paraliglognes (ou triangles) de méme bases
situés entre deux mémes paralléles, la formule de kaireectangle et celle du triangle, ainsi que le
rapport des aires de deux triangles.

Anne-Marie Marmier
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AU COLLEGE...

AIRE DU RECTANGLE

En écho a la proposition de Legendre qui donne sens a la formule de I'aieetdngle (« produit de
sa base par sa hauteur »), voici une fiche d'activité de sixiemel@aille & propos de l'aire du
rectangle, comment les nombres sont associés aux longueurs etnviltipdication aux aires.

UNITES D AIRE

-

Aw

On choisit une unité de longueur, on obtient une unité d’aseciee.
Si on divise l'unité de longueur par 10, l'unité d’aire asseaiera divisée par 100.
Et si on divise l'unité de longueur par 100 ?

AIRE DU RECTANGLE : AVEC DES NOMBRES ENTIERS

1) a) Dessine un rectangle dont la longueur mesure 6cmaggeur mesure 4cm.
b) Dessine l'unité d’aire associée a l'unité de longuwbwisie.
c) Quelle est l'aire du rectangle dans cette unité d’aire ?
d) Quelle opération nous permet de dénombrer ces unitéiapilesnent.

2) Recommence avec un rectangle dont les dimensiongsonét 8cm.

3) Et siles dimensions du rectangle sont 120m et 345m ?

AIRE DU RECTANGLE : AVEC DES NOMBRES DECIMAUX NON ENTIERS

1) a) Dessine un rectangle dont la longueur mesure 1,8dneegjdaur mesure 1,2dm.
b) Dessine l'unité d’aire associée a l'unité de longuboisie.
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c) Peut-on donner l'aire du rectangle en dm? ?
d) Peut-on donner l'aire du rectangle en cm? ? Quelleatip@rdoit-on faire pour
donner la réponse a la question précédente ?

AIRE DU RECTANGLE : AVEC DES NOMBRES RATIONNELS.

1u
A B . Compléter avec des fractions
L=—u
l=—u
D C

Dessine le carré représentant I'unité d’aire associéaiéé de longueur u.
Trace les lignes paralleles aux c6tés du rectanglenigssales points marqués, un

quadrillage rectangulaire apparatit.
Quelle fraction de l'aire du carré unité représente umangte du quadrillage ?
Quelle fraction de l'aire du carré unité représente l'direectangle ABCD ?

*kkkkkhkk

25



1u

Compléter avec des fractions

L=—u

| =—wu

Recommence le travail avec ce rectangle.

26
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AU COLLEGE...
LE THEOREME DE PYTHAGORE

ENONCE :
Si un triangle est rectangle alors le carré de la longueur de I'hypotéstiggal a la somme
des carrés des longueurs des deux autres cotés.

DEMONSTRATION

On pourrait mettre a portée la démonstration d’Euclide gadnisant la notion de triangles
superposables. Cette démonstration, plus visuelle, utdiserégles opératoires sur les
grandeurs (voir p.6), qui vont de soi. Il s'agit ici degfananipuler les éléves : ils découpent
et ils recollent.

lls découpent 2 fois 4 triangles rectangles dans 2 rdetadg mémes dimensions.

lls les placent de 2 manieres pour former 2 carrés ABIGEBEC'D' identiques,

superposables et donc de méme aire.

Figure 1:
| J A F B
a
b /cC
G
K E
D H c

Démontrons d'abord que le quadrilatére EFGH est un carré.

Par construction le quadrilatere EFGH a ses 4 cbtés égastxdonc un losange.
Les anglegAFE) et (BFG) sont complémentaires donc an(fd-G) = 90°.

EFGH est un losange qui possede un angle droit par consé&pstun carré.
Son aire est égale & ¢

Figure 2 :
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Les carrés ABCD et AB'C'D' ont leurs c6tés égauwnedonc la méme aire. Et il est simple
pour nos éléves de voir que l'on retire la méme quantitee méme aire.

Dans les figures 1 et 2 les aires des surfaces griséedmunégales.

Donc Aire (EFGH) = somme des aires des deux carréésytie la figure 2.

Si on retourne dans le triangle IJK on obtient latieh du théoreme :

ar=¢

Janine Aspra
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Il . LE THEOREME DE THALES

LES DEUX ENONCES DU THEOREME DE THALES

Premier énoncé :"Si une certaine droite est menée paralléle a I'un des cbtés d'un &jangl
elle coupera les c6tés du triangle en proportion ; et si les cotdsahgle sont coupés en
proportion, la droite jointe entre les points de section sera paralleleéaé restant du tri-
angle."

A

[N

B C

Autrement dit, si la droit®E est parallele au c68#C, on a la relation:
AD/DB = AE/EC

et réciproquement. Euclide considére seulement le céesquointsB et D d'une partC etE
d'autre part sont du méme coté par rappéit a

Second énoncé "Deux sécantes sont coupées en parties proportionnelles par des droites
paralléles."

LES DEMONSTRATIONS DU THEOREME DE THALES

LA DEMONSTRATION EUCLIDIENNE

Elle est fondée sur la méthode des aires.

Proposition :"Les triangles et les parallélogrammes qui sont sous la méme haotaufus
relativement a I'autre comme leurs bases."
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B C D
Autrement dit, on a la relation :
aire ABCaire ACD =BC/CD
Cas commensurable les segments BC et BD ont une mesure commune
Il existe une longueux telle que :
BC=m CD=qq, p et q étant entiers

Soit alorso l'aire du triangle de sommaAtet dont la base est un segment de longusitué
sur la droite BC), on montre aisément que

aire ABO =po aire ACD) = qo.
Ce qui implique la proposition cherchée.
Cas incommensurable les segments BC et CD n'ont pas de mesures communes
On utilise la théorie des proportions du livre V d'Euclide.
En fait on montre les assertions suivantes
- siPBC < CD, alors p.aireABC) < g.aire ACD)
- si PBC = CD, alors p.aireABC) = g.aire ACD)
- siPBC > CD, alors p.aireABC) > g.aire ACD)
qui impligque la relation cherchée
bn peut alors montrer le premier énoncé du théoreme desrThal
« Soit ABC un triangle, D un point sur le cété AB, E le point d'intése E de la parallele

menée par le point D a la droite (BC) avec le c6té AC, alorpdess E et D sont du méme
c6té de la droite (BC) et les rapports AD/AB et AE/AC sont égaux.
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(@]

On veut montrer |'égalité
AD/AB = AE/AC

On sait, d'apres la proposition précédente, que

DB/DA = aireEDB/aire EDA

EC/EA = aireDEC/aire DEA
D'autre part, les triangldsDB et DEC ayant méme base et compris entre les mémes pasalléle
sont égaux, ce qui implique I'égalité de rapport

AD/DB =AE/EC

On en déduit I'égalité cherchée.
Attention : les rapports ne sont pas des nombregaettimontrer que I'égalité cherchée est
conséquence de I'égalité des rappDB£DA et EC/EA.
DEMONSTRATION DU SECOND ENONCE

On commence par démontrer la proposition

« Si des droites paralleles découpent sur une sécante des segmentelgmdgcoupent sur
tout autre sécante des segments égaux. »

* Nous démontrerons d'abord la proposition suivante :

« Soit ABC un triangle, la droite passant par le milieu M du c6té ABomtre le c6té AC en
son milieu. »

Nous donnerons deux démonstrations, une démonstratiosantilles cas d'égalité des
triangles, une définition utilisant les propriétés deylaétrie centrale.
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Premiéere démonstration

La parallele a la droiteBC) passant par le poidl rencontre le cot&C en un pointN. En

effet les point# et B étant de part et d'autre de la parallele a la drBi® passant pavl, les
pointsA et C sont situés de part et d'autre de cette parallele, gerouve que le poirl est
situé sur le segme’C.

De méme la parallele & la droitéR) passant paX rencontre le cotBC en un point. Alors

le quadrilaterd8MNP est un parallélogramme et les segm&iket PN sont égaux.

Les trianglesAMN et NPC sont égaux ; en effet les cot&M et NP, égaux au segmeBtV,

sont égaux, les angles correspondaméeN et PNC sont égaux, et les anglédN et NPC,

tous deux égaux a l'angi®NP (angles alternes internes) sont égaux.

Il s'ensuit que les c6t@N et NC sont égaux, autrement dit que le pdihest le milieu du
segmeniAC.

Seconde démonstration

Les notations étant les mémes que ci-dessusl. $eisymétrique d&\ par rapport aM, alors

le quadrilatereALBN est un parallélogramme. Il s'ensuit que les segnightet NA sont
€gaux. Les droitesB() et (NA) sont paralléles, il s'ensuit que le quadrilat@teNC est un
parallélogramme et par conséquent les segm@hntset CN sont égaux. Il s'ensuit que les
segment®NA et CN sont égaux, autrement dit gNeest le milieu dAC.

On en déduit aisément la proposition suivante :

Dans un triangle, la droite joignant les milieux de deux c6tés est phral troisiéme coté
et égale a sa moitié.
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« Avant de montrer le second énoncé du théoreme de Thalés montrerons la
proposition suivante (théoréme des divisions égales) :

« Si des paralleles découpent sur une sécante des segments égade&cellpsront sur toute
sécante des segments égaux. »

Il suffit de montrer que si, dans la configuration ci-dessdes segment8B et BC sont
€gaux, alors les segmertB' et B'C' sont égaux.

/|

A A’

7 < T
Menons par le poink la parallele a la droiteA(B'). Cette paralléle rencontre les droitB8f
et (CC') respectivement eR" etC". Alors les segment&B" etB"C" sont égaux.

Dans les parallélogrammeésB"B'A' et B"C"C'B', les cotésA'B' et B'C' sont respectivement
€gaux aux cotéaB" et B"C" et par conséquent sont égaux.

Le théoréme des lignes proportionnelles.
On peut alors démontrer le théoréme des lignes propoelies aujourd'hui appelé théoreme
de Thales :

« Des paralleles découpent sur deux sécantes des segments proportionnels.»

[l suffit de considérer la situation suivante :

Jo

C c
! )\

et de montrer que les rappofB/BC et A'B/B'C' sont égaux.
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On distingue encore deux cas selon que les segmentsB® ®int commensurables ou ne le
sont pas.

Les segments AB et BC sont commensurables

Lorsque les segmentsB et BC sont commensurables, on considere une partie commune
telle que

AB =pA BC=q

On peut alors découper les segmexiBset BC en parties égales de longuaet par les points
de division on méne les paralléles a la drod’). Ces paralleles découpent sur la droite
(A'C) des divisions égales de longualet on a les relations

A'B'=p\ B'C'=ql\
Ce qui prouve l'égalité des rappoiti’z/BC et A'B/B'C".
Les segments AB et BC ne sont pas commensurables

On pourrait reprendre la méthode euclidienne.

Nous en donnerons une autre utilisant la notion d'appréowimdécimale ; pour ce faire nous
reprenons une démonstration donnée dans un ouvrage de Géanlétsage des éleves des
écoles primaires supérieutes

Soit AB et BC deux segments, pour tout entier n il existe un entiel guie

pB—nC < AB<(p+ 1)B—nC

p/n est appeléa valeur par défaut 1/n prés du rappoB/BC

(p+1)/n est appelda valeur par excea 1/n prés du rappoiB/BC

On considére la division de la droite (AB) défiar la suite de segmentgy, AjA,, ...,
AA+1, ..., tous de méme longueAB/n. Il existe un entier p et un seul tel q0eoincide
avecA, ou soit contenu dans le segméph,.1. On a alors les inégalités

pB—nC < AB<(p+ 1)B—nC

ce qui prouve gue p/n et (p+1)/n sont respectivénesnvaleurs approchées par défaut et par
exces du rappoAB/BC

Les paralleles a la droite (AA") menées par lesgdl découpent sur la droite (A'B') des
divisions égales et on montre aisément la relation

B'C'

p <A'B'< (p+1)B—C
n

IH. Neveu & H. BellangerCours de Géométrie théorique et pratigad'usage des éléves des Ecoles Primaires
Supérieures et des candidats aux Ecoles Nationales dtAvidtiers, premiére partie : géométrie plane, Masson
Paris 1907
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ce qui prouve que les valeurs par défaut et par excés a Krdgeserapports AB/BC et
A'B'/B'C' coincident.

On peut alors définir pour tout entier les valeurs apprachddl prés, on notecda suite des
valeurs approchées par défaut & poes, k la suite des valeurs approchées par excés‘a 10
pres et on a les inégalités :

aBC<a:BC<..<AB<..<h+1BC<hBC

On peut noter que la suite des différenges & tend vers 0 lorsque k augmente indéfiniment
autrement dit que les suiteg)(at (k) sont adjacentes. La théorie des nombres réelsquali
gu'elles sont convergentes et ont méme limite. C'd¢tst lbmite qui définit le rapporAB/BC
comme nombre réel.

On montre alors que les nombres réels qui définissesntalpportsAB/BC et A'B/B'C' sont
€égaux.

LES IMPLICATIONS DU THEOREME DE THALES
DIVISION D 'UN SEGMENT EN PARTIES EGALES

Si la division d'un segment en deux parties égalem@spendante du postulat des paralléles,
la division en n parties égales est une conséquence derniedes divisions égales.

Soit AB un segment que I'on veut diviser en n parties égalgsA$one demi-droite, on porte
sur cette demi-droite les poingg, Ay, ..., As tels que les segmentsAl, AiAy, ..., AnaAn
soient égaux et on mene par les points de division leslglasala la droite(A.B) qui
découpent sur le segmeXiB n divisions égales.

L ES TRIANGLES SEMBLABLES

On dit que deux triangles sont semblables si on peut défieircorrespondance entre les
sommets tels que les angles correspondants sont égdes ebtés correspondants sont
proportionnels.

Ainsi les triangles ABC et A'B'C' sont semblables sidagles au sommets A et A’ (resp. B et
B', C et C') sont égaux et si on a les relations

A'B'_B'C _CA
AB  BC CA

La similitude est ainsi définie par cing égalités. Les da similitude énonce des conditions
suffisantes pour que deux triangles soient semblables.mOntre que deux égalités
convenables suffisent pour que les triangles soient skl

Nous énoncons les trois cas de similitudes

Soient les triangleABC et A'B'C, alors :

- si les angles A', B', C' sont égaux aux angles A, B, C, alotsdegles sont semblablés

- si les angles B'A'C' et BAC sont égaux et si les cotésA@'sont proportionnels aux cotés
AB, AC, c'est-a-dire si on a la relation

2Notons que si les angles A' et B' sont respectivemenixégax angles A et B, alors les angles C' et C sont
€gaux.

33



alors les triangles sont semblables.
- si les codtés A'B', B'C', C'A' sont proportionnels aux c6téB&B,CA, c'est-a-dire si on a les
relations

A'B'_B'C_CA
AB BC CA

alors les triangles sont semblables.

* Notons d'abord que, un triangle ABC étant donné, si paoim B' du c6té AB

on mene la parallele a la droite (BC) passant par 8'@b note C' le point d'intersection de
cette parallele avec le coté AC, alors les triangBE<' et ABC sont semblables.

Il est clair que les angles AB'C' et AC'B' sont resipement égaux aux angles ABC et
ACB et I'on sait que les rapports AB/AB et AC'/AC séghux ; il reste a montrer I'égalité de
ces rapports avec B'C'/BC. Pour cela il suffit de mdamgrarallele a la droite (AB) passant
par C', cette paralléle rencontre le coté BC en DrsakC'/AC = BD/BC, et puisque le
quadrilatere BB'C'D est un parallélogramme, B'C' = BDguiemplique I'égalité

AC'/AC = B'C'/BC.
ce qui achéve la démonstration.

» Cette situation est générique.
Soient ABC et A'B'C' deux triangles, on notera D lenpde la demi-droite AB) tel que AD =
A'B', E le point de la demi-droite AC) tel que AE = A'C'
On peut supposer que A'B' est inférieur ou égal a AB.
- Supposons que les angles A', B', C' sont égaux auxsafigl®, C. Dans les triangles A'B'C'
et ADE les angles B'A'C' et DAE sont égaux et les@®' et A'C' sont respectivement
€égaux aux cotés AD et AE, ce qui montre que les triangIBXC' et ADE sont égaux. Il
s'ensuit que les angles ADE et ABC sont égaux ; comsngdmi-droites BC) et DE) sont du
méme coté de la droite (AB), il s'ensuit que les drdiBf3) et (DE) sont paralléles, ce qui
implique que les triangles ADE et ABC sont semblablescdes triangles A'B'C' et ABC
sont semblables.
- Supposons les angles B'A'C' et BAC sont égaux et quapesrts A'B/AB et A'C/AC
soient égaux. Dans les triangles A'B'C' et ADE, legles B'A'C' et DAE sont égaux et les
cOtés A'B' et A'C' sont respectivement égaux aux cOtéseABE, ce qui montre que les
triangles A'B'C' et ADE sont égaux. On peut alors édairrelation

AD _ AE
AB AC

ce qui prouve que les droiteBK) et BC) sont paralleles.

Il s'ensuit que les triangles ADE et ABC sont sembighdienc les triangles A'B'C' et ABC
sont semblables.

- Supposons que l'on ait les relations
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A'B'_B'C_CA
AB BC CA

On en déduit que les rapports AD/AB et AE/AC sont égaux ret@aséquent la droite (DE)
est paralléle a la droite (BC), ce qui implique que fiesgles ADE et ABC sont semblables.
On en déduit les relations

AD _AE _DE

AB AC BC
ce qui implique que les segments DE et B'C' sont égaunsi ks triangles ADE et A'B'C' ont

leur c6tés égaux chacun a chacun et par conséquenégaX. Il s'ensuit que les triangles
A'B'C' et ABC sont semblables.

* On peut alors montrer la proposition suivante :
« Les aires de deux triangles semblables sont entre elles comoaries de leurs cotés »

De facon précise, soKBC et A'B'C' deux triangles semblables, alors

(A'B'C) _ AR
(ABC) A B?

On peut toujours supposer que les poitst A' coincident, et que les poit et C' sont
situés respectivement sur les coddset AC.

A
B C'
B C
On a les relations
(AB'C) _ AB (ABC") _ AC
(ABC") AB (ABC) AC

ce qui implique la relation

(A'B'C) _ AB _AC
(ABC) AB AC

35



et puisque les rapporsB/AB et AC/AC sont égaux (théoreme de Thalés), on en déduit la
propriété cherchée.

En particulier le rapport des aires de deux trianglebkdnes est égal au rapport des carrés
des hypoténuses.
LES RELATIONS M ETRIQUES

Relations métriques dans le triangle rectangle

A

B H

Soient alors un triangl&BC rectangle e\, AH la hauteur, alors les triangleBA et ABC
sont semblables et les triangl¢AC et ABC sont semblables.
On peut alors écrire les relations :

aire HBA)/aire ABC) = ABY/BC?

aire HAC)/aire(ABC) = ACYBC?
et puisque

aireHBA) + aireHAC) = aireABO
ce qui implique
ABYBC* + ACYBC? = 1
soit la relation de Pythagore
AB’* + AC* =BC

On peut noter la double lecture de cette démonstrationiorelantre mesures ou relations
entre aires.

Des relations de similitude entre les triangd&C, HBA et HAC on obtient les relations :
AH? =BH.HC

AB?> =BC.BH AC?=BC.CH
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Notons que les deux derniéres relations impliquent laoelde Pythagore.

Relations métriques dans le cercle
Notons d'abord la proposition suivante qui est conséquent¢gadieime de Pythagore.

Soit la configuration suivante ou I'angle en H esttdroi

©

alors

OB? —OA? = HB? —HA?
On laisse au lecteur le soin de démontrer les propséieantes :
Soit un cercle de centre O et de rayon r, P un pointsitoé sur le cercle, la droite (OP)
coupe le cercle en deux points A et B, une droite pagsa® coupe le cercle en deux points
M et N, alors
- SiP est extérieur au cercle, alors

PM.PN=PCQ* - P

- Si P est intérieur au cercle, alors

PM.PN=rF —PQO

Ainsi le produitPM.PN ne dépend pas de la position de la droite passait, par 'appelle la
puissanceleP par rapport au cercle.

Rudolf Bkouche
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AU COLLEGE....

DROITE DES MILIEUX

Quand il s’agit en quatrieme de montrer les propriétés de ce queulame collégienne appelle« la
droite des milieux », on peut choisir comme enchainement :
- montrer que la droite joignant les milieux de deux cotés d'un triaagteparalléle au
troisieme cote, et que le segment ainsi déterminé est égahaitié de ce troisieme coté.
- Ou bien a l'inverse, montrer que la droite menée par le milieu daié parallélement & un
autre c6té coupe le troisieme co6té en son milieu, etc.
Dans tous les cas, on ne peut éviter de croiser I'organisation de &atdns le plan....Mais il n’est
pas facile pour un éleve de comprendre qu’'un quadrilatére qui a deux cotdielparet égaux peut
étre parallélogramme ou croisé, alors, voici un enchainement qui Utlisetion d’'aire et évite ce
genre de considération. Cependant ou la question de l'ordre est-elle cachée

ABC est un triangle, | le milieu du coté [AB], et la deopassant par | et paralléle au cété
[BC] coupe [AC] en J. Le but est de démontrer que J esilieu de [AC] (théoréme : "milieu
+ parallele implique milieu™), en justifiant chacune dé#mations suivantes :

1°) Aire (AlJ) = Aire (BI1J).
2°) Aire (BIJ) = Aire (C1J).
3°) Aire (AlJ) = Aire (C1J).
4°) AJ = JC.

5°) J est le milieu de [AC].

Remarques : - Dés lors, la propriété pour la droite qui joint ledieux de deux c6tés d'un
triangle d’étre parallele au troisieme coté (théorertmilieux implique paralléle") vient
rapidement car par deux points ne passe qu'une et unalseitde et la démonstration de ce
dernier point ne fait pas intervenir de "quadrilatére noisér.

- C'est aussi l'occasion de réinvestir la propriété dediames d'un triangle,
relativement a l'aire, qui est vue en cinquieme.
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APPLICATION EN CLASSE DU THEOREME DE THALES
Une propriété des bissectrices ... et une autre !

L Premiére propriété :
j La bissectrice intérieure d'un angle d'un triangle
: divise le cO6té opposé en segments (additifs)
proportionnels aux cdtés adjacents.
...autrement dit
BD_CD

BA CA -

(AD) est la bissectrice intérieure de l'angle
(BAC). La parallele a (AD) passant par C coupe
(BA) en E.

1°) Démontrer angle(ACE) = angle(DAC)
2°) Démontrer que angle(BEC) = angle(BAD).
3°) En déduire que angle(ACE) = angle(ABC), puis que ACEsestle en A.
BC _ BE
4°) Démontrer gL BD _ BA -

5°) Justifier chacune des égalités suivantes :

(BD+DC)/BD = (BA+AE)/BA Aire (ABD)/Aire (ACD) = BD/CD
Aire (ACD) = Aire (ADE)
DC_ AE Aire (ABD)/Aire (ADE) = AB/AE = AB/AC
BD BA BD_ AB
BD_ BA CD~ AC
DC~ AE BD_ CD
BD _ DC BA CA
BA AE
BD_CD
BA CA

On laisse au lecteur le soin de faire une réciproque et de déenamte propriété similaire
pour la bissectrice extérieure.

Deuxiéme propriété :
Tout point de la bissectrice intérieure d'un angle est
équidistant des cotés de l'angle. On note M et N les

projections orthogonales de D respectivement sur les
droites (AB) et (AC).
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, .. AB_DB .
De I'égalité Aoc ~ DC , On tire

Aire (ABD)/Aire (ACD) = (AB/AC) x (MD/ND) = (DB/DC) x (MD/ND).
Or, Aire (ABD) /Aire (ACD) = DB/DC ; de la
MD = ND, et D est équidistant des cotés de I'angleQBA

Christophe Niedzwiedz

40



[ll. LA MESURE DU CERCLE

Pour toute figure décomposable en partition par des teandd méthode des aires permet de
construire (avec regle et compas) un carré de mémecaist-a-dire d’en faire géométriquement la
guadrature. On a pu voir au chapitre I, p.9 le départ du procetsteslui-ci pourrait facilement
étre découpé en « activités » dont la finalité seraitraig# difficilement explicable aux éleves.

La méthode touche ses limites quand il s’agit d’évalueddewomparer des portions de plan
comprises entre des lignes courbes. La question se @is®d’pour la plus simple d’entre elles, le
cercle : peut-on construire un carré dont l'aire soitleégacelle d'un disque donné ? C’est le
probleme de la quadrature du cercle ou de la mesure du cerdeyrdsait qu’il ne trouve son
épilogue gqu’algébriqguement au XIXéme siécle.

Il inspire ici trois themes d’activités. Elles sompemées succinctement dans le langage actuel,
entre géométrie et algébre et n'ont pas été exploiggesclasse. Qu’elles soient sources
d’inspiration.

LES LUNULES

Une lunule est un croissant de lune : une figure limfiée deux arcs de cercles de mémes
extrémités et qui ont leurs convexités tournées du mérge cbt

Hippocrate de Chio, mathématicien grec du cinquieme st Jésus-Christ étudia la
guadrature du cercle et la duplication du cube, il semble queldéles lunules lui laissait I'espoir
de parvenir a la quadrature du cercle.

Nous allons étudier comment la méthode des aires permatmteer I'égalité de certaines lunules a
des polygones.

QUELQUES PROPRIETES UTILES

- Les figures semblables sont entre elles comme ledscde leurs cotés correspondants, (voir pour
les triangles, le chapitre Il p. 35).

- Les cercles sont entre eux comme les carrés dedeumetres. Ce résultat connu des anciens était
démontré a l'aide d’'un raisonnement d’exhaustion diffidleus pouvons I'approcher de maniére
tres perceptive, en voyant chaque cercle comme un polygguodier inscrit dont le nombre de
cbtés augmenterait indéfiniment.

D1 D2

Aire ducercledediamétreD1 _ D12
Aire ducercledediamétreD2 D2z
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- Les secteurs ayant des angles égaux sont entre emxeclms carrés des diameétres des cercles.
- Les segments de cercles semblables (c'est-a-diredosites angles des secteurs correspondants
sont égaux) sont entre eux comme les carrés des désnoetieurs cercles.

PREMIER CAS

Le triangle ABC est isocéle rectangle enlBest inscrit dan
B un demi-cercle. On trace les deoaFrcles extérieurs a
dernier de diamétres [AB] et [ACon obtient deux lunule
€gales sur ces segments.
Le théoreme de Pythagore nous donne AC2 = 2 AB? et
le demi-cercle de diametre [AC] est donc égal a deux-demi
cercles de diametre [AB]
Par soustraction des parties communes on obtientitéglel
l'aire du triangle AHB et de la petite lunule de diaregB].
A H C (Ou I'égalité du triangle ABC avec les deux lunules)

bY

Toujours a partir de la figure du triang
rectangle isocéle inscrit dans un deseicle, or
trace larc de 90° inscrit dans ce decercle
d’extrémités A et B. On obtient une lunule sous-
tendue par [AB].

A "B L’aire de la lunule est égale a l'aire du triangle.

DEUXIEME CAS

Le trapéze est un demi-hexagone régulier, la
grande base est le double de la petite base.
Le grand demi-disque est égal aux quatre
petits demi-disques ; par soustraction des
parties communes on obtient que l'aire du
trapeze est égale a l'aire des trois lunules
plus celle du demi cercle.

De la a penser que le demi-disque est égal a une figure obtanuge différence du trapéze et de
trois triangles rectangles !!!! Hélas, l'arc irgkir des lunules n'est pas égal a celui du premier cas
étudié ci-dessus.
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TROISIEME CAS

Pour avancer dans I'étude voyons ce trapéze dont ledmitaégrande
base est trois fois celui de la petite et dont lé8<fAB], [AC] et

[CD] sont égaux (le construire). La circonférence estée est plus
grande qu’'un demi cercle. L’arc construit sur la corde [B]
semblable aux arcs construits sur les cotés égaux, pahbgpatune
lunule apparait sous-tendue par la corde [BD].

Dans un premier temps il est « facile » de vérifier qe&itrapeze
admet un cercle circonscrit et ensuite d’expliquer care Extérieur
est effectivement plus grand qu’un demi cercle.

8 D

Premierement expliquons le fait qu’un tel trapéze peati@scrit dans un cercle. Les triangles ABC
et ACD sont symétriques par rapport a la médiatrice dmeeg[AC], les médiatrices des segments
[AB] et [CD] se coupent sur 'axe de symétrie, donpdént E de la figure est le centre du cercle
circonscrit.

Ensuite voyons le fait que la circonférence extérieurglas grande qu’'un demi-cercle. Les cbtés
[AB] et [CD] du trapeze se rencontrent en F, il esirame I'angle FAC est aigu et donc que
'angle BAC est obtus ce qui implique que BD?> 2AB? d’autrd pamme BC2 = 3AB? il s’ensuit
gue BD? < BC2 + CD? et I'angle BCD est nécessairera@nt ; donc, I'arc extérieur est plus grand
gu’un demi-cercle.

Par un raisonnement similaire a ceux menés dans lesauais il s’ensuit que la lunule est égale au
trapeze.

QUATRI EME CAS

L Voici un cas ou la circonférence extérieure est

EMN . inférieure a un demi-cercle.

EF2 et KB2 sont dans un rapport de trois sur deux.

Hélene Nemitz

SOURCES BIBLIOGRAPHIQUES:

HEATHT., A history of greek mathematjd3over, N.Y, 1981, vol. I, p. 183-200.
KNORR W.R., The ancient tradition of geometric problenver, N.Y., 1986, p. 25-39.
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LA MESURE DU CERCLE : SUITES ET APPROXIMATION |

Archimede (llleme siécle avant J.C) montre que le eegst égal au triangle rectangle dans lequel
I'un des c6tés de I'angle droit est égal au rayon dueetd’autre c6té égal au périmetre du cercle.
Il faut entendre « égalité » en terme d’égalité d’aitesraisonnement consiste a comprendre le
cercle entre un polygone régulier inscrit et un polygomebsable, régulier circonscrit, dont on
double les c6tés : deux carrés, puis deux octogones, etc.

La perception directe et naive fait voir qu’on réalisesiaiin encadrement de plus en plus serré du
cercle et améne I'idée de la mesure du cercle comnite lcmmmune (sans formalisme) des deux
suites d’aires polygonales.

Archiméde utilise un raisonnement d’exhaustion pour mogtrere cercle ne peut étre ni plus petit
ni plus grand que le triangle, donc lui est égal. Powa, a@mme pour la comparaison de deux
cercles, le caractere archimédien des grandeurs coaseazsiécapital.

Ici, on explicite cette construction en terme de suitees manuels de géométrie plane des années
1950-60, des classes de troisieme ou seconde, techniques ouegéreabsent longuement ce
genre de calculs dans les deux chapitres sur le périgtdiaire du cercle.

DIVISION D 'UN ARC

Soient le cercle de cent€et de rayon RA et B deux points du cercl€ le milieu de I'arAB, H le
milieu de la cordéAB, K le milieu de la corde AC. La tangente au pd@néu cercle recoupe les
demi-droites0A) et OB) respectivement aux poingés etB’.

Bl

On noteraa = OH, c = AB, b = OK, d = AC. On obtient aisément les relations

aZ+c4=R
b>+d¥4 =R
& = 2R(R -a)

On en déduit la relation
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b? :% R(R+ a)

Notonsc’ = A'B’, les triangleDAB et OA'B’ étant semblables, on a la relation :
c'/lc=Rha
AIRE DU CERCLE
On encadre le cercle par ldsgblygones réguliers inscrits et circonscrits>().
Si on note respectivement et a, le coté et 'apothéme du-polygone régulier inscrit, on a la
relation :
a’+clA=FR

et la relation de récurrence

On rappelle que
¢, =Ry2

Notons G 'aire du 2-polygone régulier inscrit, alors

31 - 21-lancn — 2nan ’RZ_anZ

Itou

S = 2m Ay R*- an+12

On en déduit la relation
Sh1/Sh = Rlan

Puisquea, < R, la suite $est croissante.
Notons S; I'aire du 2-polygone régulier circonscrit, celui-ci est senhitdaau 2-polygone régulier
inscrit, le rapport de similitude étantaR/il s’ensuit la relation

S'WS: = Riay
ce qui implique l'inégalité
S < Sh
On peut alors montrer la relation
S _ 2a,
S, R+a,

Puisque &, < R +a,, la suite S; est décroissante.
45



On peut donc écrire les inégalités

<S~.<Sﬁ+1< <S’n+1<Sn<

Si 'on admet, ce qui est intuitif, que toute suite @aige majorée a une limite et que toute suite
décroissante minorée décroissante a une limite, #sersuites Set S}, sont convergentes. Et
puisque la suite /S, tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini, alors lesesuS, et S, ont méme
limite S.

C’est cette limite S qui définit a I'aire du cercle.

On vérifie aisément que S/Rst indépendant de R. On natk rapport de l'aire du cercle au carré
du rayon.

Le calcul ci-dessus permet une approximation.de

Pour le calcul d’approximation, on pose R = 1.

Il suffit alors de calculer la suit et d’en déduire les suiteg & S,

L ONGUEUR DE LA CIRCONF ERENCE DU CERCLE ‘

Nous noterons [_le périmétre du 2polygone régulier inscrit, k’le périmétre du 2polygone
régulier circonscrit. On a les relations

L, = 2'c, L'n=2¢
ainsi que la relation
L' W/Ln = Rla,
Notons les relations
25 =anln

ce qui implique

et

! 2
L! n — 2n+l R RZ_aT]
a,
On peut vérifier que les suiteg &t L', sont respectivement croissante et décroissantejsefugule

rapport Li/L, tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini, elles ont mémée L. C’est cette limite qui
définit la longueur de la circonférence. On a la retatio

2S=LR
ce qui implique que l'aire du cercle est équivalente igel'du triangle dont la hauteur est égale au
rayon du cercle et la base est égale a la longueuraitedaférence du cercle.
On montre alors que L/2R=

CALCUL TRIGONOM ETRIQUE

On suppose dans ce paragraphe que R = 1.
Notonse, 'angle au centre qui sous-tend le coté Bpd@ygone régulier inscrit, alors :
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o = /2",

Et
an = cosﬂ
2
On en déduit les relations
-1 1 n Hn
S, = 2" simg, S\ =2 tan;
et
.. 6 , . 6
L, =2""sin2 L', =2"" tan>
2 2

Rudolf Bkouche
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MESURE DU CERCLE : GEOMETRIE ET CALCULATRICE

Au livre IV de ses Eléments de géométrie, kas polygones réguliers et la mesure du cercle
Legendre pose et résout le problemeTreuver le rapport approché de la circonférence au
diamétre ».L'idée de base est celle d’Archiméde, mais la misdoemules differe de l'activité
précédente, et I'idée d’approximation prend sens a parkr gieométrie.

INSTALLATION DE LA FIGURE
On peut montrer comment passer du carré a I'octogone @apéx

On considére un cercle, un polygone régulier inscritjred’aotée A, et le polygone régulier
circonscrit semblable, d’aire not8e On travaille sur I'élément de figure tracée ci-dessous

AB est le c6té du polygone inscrit, EF est le c6té dygome circonscrit semblable, M est le point
de contact de EF avec le cercle, on trace les tangantesrcle issues de A et B qui coupent en P et
en Q le segment EF.

AM = BM est le c6té du polygone inscrit avec un nombre dodel cotés, 'aire de celui-ci sera
notéeA’.

PQ est le c6té du polygone circonscrit avec un nombre dogbt®tés. On note l'aire de celui-ci
B'.

EVALUATION DE A’ EN FONCTION DE AET B
Par la méthode des aires on évalue les rapports delériang
(ACD) / (ACM) = A/ A’ et (MCA) / (MCE) =A’ / B,

on en déduit :
A2=AB

EVALUATION DE B’ EN FONCTION DE A B A

On a aussi :

! Lire aire du triangle ACD pour (ACD), par mesure de sificgliion.
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(CPM) / (CPE) = PM / PE,
On montre que les triangles CME et PAE sont semblables en déduit que :
(CPM) / (CPE) A/ A’ puis (CPM) / (CME) =A | A+A’
et enfin : 2 (CPM) / (CME) B’/ B = 2A | A+A’

CALCUL APPROCH E DE L’ AIRE D’UN CERCLE DE RAYON UNIT E

On part d’'un carré inscrit dans un cercle de rayon 1, ostagt le carré circonscrit, on double les
cOtés de I'un et de l'autre suivant le procédé précédemstde suite. A chaque étape, on calcule
A et B. On continue ainsi jusqu’a ce que le calcul ne donne pludifidé@ence entre le polygone
inscrit et le polygone circonscrit, c’est-a-dire si ABete différent plus entre eux jusqu’a un certain
ordre de décimales. Le cercle n’en différera pas hohjpsqu’au méme ordre.

Jusgu’a quel nombre de c6tés faut-il aller pour connédtire du cercle avec deux décimales ?
Remarque : la note 1V de I'édition citée (p.289) compléteropos car elle démontre lirrationalité
den en utilisant des techniques de fractions continues.

Anne-Marie Marmier

SOURCE BIBLIOGRAPHIQUE

LEGENDREA. M., Eléments de géométrig4™ édition, Firmin Didot, Paris, 1839. p. 125.
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IV. REGARD SUR LES MATHEMATIQUES CHINOISES

INTRODUCTION
A J Nous présenterons dans cette partie quelques problémes extraits du
livre "Les neuf chapitres sur 1'art du calcul".
Le livre Jiuzhang suanshu ou les Neuf chapitres sur l'art
mathématique 'ou Les neuf chapitres sur l'art du calcul * est 'un des
dix classiques chinois. Il est le fruit d'une compilation et on n'en

, , A« connait pas les auteurs. Il date de 1'époque des Han (206 av. J.-C. -
A } ' 220 ap. J.-C.), au cours de laquelle un premier systéme bureaucratique
fut établi en Chine a la suite de I'instauration du premier empire.
Ce livre est considéré par les historiens comme un ouvrage de référence. En effet, son niveau est
bien plus ¢levé que celui de nombreux ouvrages postérieurs et il a eu une grande influence car il est
a l'origine non seulement de la tradition mathématique chinoise mais aussi de celles de la Corée, du
Japon, et du Vietnam.
Les Neuf Chapitres contiennent 246 problémes répartis en 9 chapitres. Nous nous intéresserons plus
particulierement au chapitre 9 intitulé¢ "Base-hauteur"et qui traite entre autres de "la procédure de la
base et de la hauteur" (que I'on nomme chez nous le théoréme de Pythagore).
Chaque probléme est énoncé, puis la solution est donnée, et enfin le texte donne la procédure pour

obtenir le résultat. Le livre "les neuf chapitres" posséde de nombreux commentaires mais nous
citerons plus particuliérement a ceux du mathématicien réputé Liu Hui *(vers 263).

Nous reproduisons en annexe 1 la premicre page du chapitre 9 extrait du livre traduit par K.
Chemla et G. Shuchun référence [1] de la bibliographie.

Vous y noterez 1'absence compléte de figures géométriques, de tout symbolisme ou de calculs
algébriques.

Par commodité cependant, dans la suite de notre texte, nous emploierons a la fois des figures
géométriques (qui sont décrites dans le texte chinois parfois méme avec mention de couleurs telles
que jaune, rouge vermillon, bleu-vert ) et nous présenterons les calculs ou les formules sous forme
littérale.

En particulier, dans un triangle rectangle, comme ci-contre
nous noterons a le petit coté (nommé base dans le texte chinois),
b Cc b la hauteur et c, I'hypoténuse.

a
Enfin une courte bibliographie compléte ce document®.

—_—

traduction de K. Chemla voir bibliographie en annexe

2 traduction de Martzloff voir bibliographie

3 Liu Hui, mathématicien vivant au III éme siécle , en 263, il publia un livre avec des solutions aux problémes
présentés dans le célebre livre chinois de mathématiques connu sous le nom Jiuzhang Suanshu ou Les neuf chapitres
sur I'art mathématique.

4 Dans la suite du texte, je noterai mes commentaires en italiques.
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LA PREMIERE FIGURE FONDAMENTALE
La procédure, nommée "de la base et de la hauteur" est explicitée dans le probléme 9-3 °:

Enoncé : Supposons que la hauteur est 4 chi® et 'hypoténuse de 5 chi. On demande combien fait la
base.

Réponse : 3 chi

Procédure de la base et de la hauteur : Base et hauteur étant chacune multipliée par elle-méme,
on somme (les résultats ) et on divise ceci par extraction de la racine carrée, ce qui donne
I'hypoténuse’.

extrait du commentaire de Liu Hui :

...La base étant multipliée par elle-méme fait un carré vermillon, la hauteur multipliée par elle-
méme un carré bleu-vert, et I'on fait en sorte que ce qui sort et ce qui entre se compense 1'un,
l'autre,que chacun se conforme a sa catégorie ; alors, sur la base du fait que 1'on garde ceux [les
morceaux | qui restent sans bouger, on engendre par réunion l'aire du carré de c6té I'hypoténuse. En
divisant ceci par l'extraction de la racine carrée, cela donne I'hypoténuse....

On peut retrouver ici la démonstration du théoreme de Pythagore "dite par dissection”. (voir
annexe 2)

5 p705[1]
6 chi: est une unité de longueur qui vaut environ 23-24 cm

7 Onadonc larelation ¢=+ a2 +b2
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UNE AUTRE REPRESENTATION® DE CETTE FIGURE FONDAMENTALE :

b

N

A

N s

%

b \ 77 a

NA”

b

On peut y reconnaitre :

(a+b)*=a*+b*+2ab

ou

b a
a ,// \\ b
N\
N B
b \ a
b\/ a

(a +b)2=cz+4%ab

LA DEUXIEME FIGURE FONDAMENTALE ( AVEC UN GNOMON ) :

b on peut noter a*=c*—b’
c c b
c-b c-b V
b b
On trouve ici que : c*=b*+(b+c)(c—b)
Ainsi  a*=(c+b)(c—b)

8 p680et879[1]
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UNE PREMIERE VARIANTE DE LA METHODE AVEC LE GNOMON
POUR TRAITER LE PROBLEME 9-6 :

Enoncé : Supposons que I'on ait un étang carré de 1 zhang® de coté, au centre duquel pousse un
roseau qui dépasse de 1 chi [le niveau] de I'eau. Quand on tire sur le roseau vers la rive, il arrive
juste au bord. On demande combien valent respectivement la profondeur de I'eau et la longueur du
roseau.
Réponse : la profondeur de 1'eau vaut 1 zhang 2 chi

et la longueur du roseau vaut 1 zhang 3 chi.

Un représentation possible du lac...

/

Dans ce probléme, on peut noter a est la distance du bord au centre de I'étang, b est la profondeur,
c est la longueur du roseau . Le texte nous donne la valeur de a et de c-b (c'est-a-dire de ce dont le
roseau dépasse de la surface de I'étang).

(c=b)* b b

-

L |

-~
c

Le gnomon (partie hachurée et grisée) vaut a’—(c—b)* , c'est-a-dire 2b-(c—b)

On connait a et ¢ - b, on calcule a>—(c—b)* , on divise le résultat par 2-(c—b) , on trouve b
(la profondeur de l'eau) et la longueur du roseau est de b + 1.

9 1zhang=10chi et 1 chi= 10 cun
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UNE AUTRE VARIANTE DE LA METHODE AVEC LE GNOMON
POUR TRAITER LE PROBLEME 9-10 :

Enoncé : Supposant qu'en ouvrant les battants d'une porte jusqu'a une distance de 1 chi du seuil de

la porte, on laisse une ouverture de 2 cun. On demande combien vaut la largeur de la porte.
Réponse : 1 zhang 1 cun.

b
1 chi a
c
- >

2 cun

Ici, on connait a et c-b, plus exactement : a = 1chi =10 cun et ¢ - b =1 cun. On demande 2c, la
largeur de la porte.

!

<—C>4—C>

b

2

a
+e—b=2
c—b C C

On trouve par observation de la figure :  a’+(c—b)*=2c-(c—b) soit :

PLUSIEURS METHODES POUR RESOUDRE LE PROBLEME 9-11 :

Enoncé : Supposons qu'on ait une porte a un battant dont la hauteur dépasse la largeur de 6 chi 8
cun et dont deux coins [opposés] sont a une distance d' exactement 1 zhang I'un de I'autre. On
demande combien valent respectivement la hauteur et la largeur de la porte.

Réponse : la largeur vaut 2 chi 8 cun, la hauteur 9 chi 6 cun.

Liu Hui (commentateur du livre "les 9 chapitres"”) va proposer deux solutions géométriques.
Nous présenterons ensuite la solution de Yang Hui '°

10 Yang Hui mathématicien chinois, (1238-1298)
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Ici on connait c et b-a , on demande a et b.

a

Une solution de Liu Hui a partir de la figure fondamentale :

et

1
ce qui donne (aer)2=8'(5ab)+(b—a)2

Ici on double ¢*> auquel on retranche (h—a)’

Ainsi  2¢*—(b—a)’=(a+b)

La procédure décrite au probléme 9-11 indique alors de prendre la racine carrée de  (a+b)* puis

de calculer a=%((a+b)—(b—a)) et a+(b—a)=b
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Une autre solution de Liu Hui :

Cette figure est constituée de 4 triangles rectangles et, au centre de la
figure, d'un carré de c6té b -a que 1'on nomme le dividende.

1 . 2 .
on retranche 5 carré (c'est-a-dire Z(b—a)z ) au dividende ;

on prend la moitié du reste.

Il reste 2 triangles rectangles et un petit carré | ,
1
4
au quart du grand carré qui vaut (a+b)* .

de coté (b—a)’ ce qui correspond

b—a 2 _ a+b
2 ) 2

or = ainsi: /¢’ =2

On a bien obtenu a +b a partir des données c'est-a-dire c et b-a

a+b b—a a+b b—a

3 1 - = 1 +
puis on fait ) ) a et ensuite ) )

= b pour répondre au probleme

pose.

Une solution de Yang Hui (XIII siécle) :

2 fois +
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(b=a)y" _ 62_2<(b;

N

ou 2(b-—

D'AUTRES METHODES POUR RESOUDRE DES PROBLEMES DU CHAPITRE 9

probléme 9-14 :
Enoncé : Supposons que la base vaille 5 bu'' et la hauteur 12 bu. On demande combien vaut le c6té
du carré inscrit a l'intérieur de la base.

Réponse : le coté du carré vaut 3 bu et 9/17 de bu.
Procédure : On somme la base et la hauteur ce qui fait le diviseur. Base et hauteur sont multipliées
I'un par l'autre ce qui fait le dividende. Et en effectuant la division du dividende par le diviseur, on

obtient le c6té du carré en bu.

Le commentaire de Liu Hui suggere une figure (en couleur!) et des manipulations sur les surfaces
que l'on peut imaginer comme ci-dessous :

. ®
kS \\
\
; 9
% -1
R \
bleu-vert . ) 4
% on double cette figure et on obtient le \,
N rectangle ci-contre ... %
M,
. b “ \
jaune \, \
rouge"-,\ %
\ \
\
%

que l'on transforme en un rectangle de largeur le coté du carré.

31

-y~

a b
Onabien x(a+b)=ab d'oulavaleur de x en divisant ab para + b.

probléme 9-15 :

Enoncé : Supposons que la base vaille 8 bu et la hauteur 15 bu. On demande combien vaut le
diamétre du cercle inscrit a l'intérieur de la base.

Réponse : 6 bu.

Procédure : les 8 bu font la base , les 15 bu la hauteur et 1'on cherche I'hypoténuse qui leur

11 Sous les Han, 1 bu =6 chi
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correspond. La somme des trois positions fait le diviseur. On multiplie la base par la hauteur et on
double ceci, ce qui fait le dividende. En effectuant la division du dividende par le diviseur, on
obtient le diametre en bu.

Comme dans le probleme précédent, Lui Hui propose une figure a transformer pour expliquer ou
Jjustifier la procédure proposée et donc le résultat obtenu.

\ R EIC
W\ B
\\ \‘-\
V% 117
\\\ \.\ 1 1
\ \\
4 Y 1 1
\\ \‘\ 5
\ X (a+b+c) 1
\\ o ‘.\
S0 TN a8
7 A
/ \ /\\ . c
! \ \\\
- ™ AN L x4 =
1% - ! y
\ "“\\\& \ "‘
\ 7o N b qb\ 3|3
e // \‘\\ ¥ [\ =7 Y
. = e «—a —> —d —

fig 1 "2 : 1 est en rouge, 2 en jaune et 3 en azur

et pour finir cette partie ...

a vous de chercher la solution du probléme 9-24 :

énoncé : Supposons qu'on ait une porte dont on ne connait ni la hauteur, ni la largeur et une perche
dont on ne connait pas la longueur. Transversalement, il s'en faut de 4 chi pour que la perche ne
puisse sortir (par la porte), longitudinalement, il s'en faut de 2 chi et en oblique, elle sort juste. On
demande combien valent respectivement la hauteur, la largeur et 1'oblique de la porte.

réponse : la largeur vaut 6 chi; la hauteur vaut 8 chi et 1'oblique 1 zhang

pour vous aider..
...voici la figure suggérée par Lui Hui

12 figl extraite de [3] p287
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CALCULS D'AIRES DANS LA CHINE ANCIENNE

Dans cette partie nous présenterons quelques exemples de problémes et de procédures extraits du
chapitre 1 "Champs rectangulaires" .

1. Les formes rectilinéaires et le principe "ce qui entre et ce qui sort se compensent"

® aire d'un triangle:
(voici le texte du probléme 1.26, sa solution, la procédure suggérée et le commentaire de Liu Hui)

(1.26)

SUPPOSONS A NOUVEAU QU'ON AIT UN CHAMP TRIANGULAIRE DE 5 BU 1/2 BU DE LARGEUR ET
DE 8 BU 2/3 DE BU DE HAUTEUR (LONGUEUR)#8, ON DEMANDE COMBIEN EAIT LE CHAMP, |

REPONSE : 23 BU 5/6 DE BU.
PROCEDURE : ON PREND LA MOITIE DE LA LARGEUR ET ON EN MULTIPLIE LA HAUTEUR.

Si « I'on prend la moitié de la largeur », c’est qu'avec ce qui est en excédent, on comble ce qui
est vide, pour faire un champ rectangulaire 8. On peut aussi prendre la moitié de la hauteunr
et en multiplier la lacgeur. Commentaire : si la moiti€ de la largeur multiplie fa hauteut, c’est
pour prendre la valeur (shu) moyenne® e, par conséquent, « la Jargeur et la longueur éeant
multipliées I'une par l'autre », cela fait « les b« du produit (7)) ». Le diviseur des mx divise
ceci, ce qui donne le résuleat. -

Le commentaire permet de réaliser les deux figures suivantes qui donnent a voir la formule connue

1
de l'aire d'un triangle. S= 5 h

® aire d'un trapeze,
un trapeze est un "champ trapézoidal", que I'on peut décomposer en deux "champs
obliques"(c'est-a-dire des trapezes rectangles).
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(1.30)

SUPPOSONS A NOUVEAU QU'ON AIT UN CHAMP TRAPEZOIDAL DONT LA LANGUE VAUT 117 8U DE
LARGEUR, LE TALON 50 BU DE LARGEUR, ET LA HAUTEUR (LONGUEUR DROITE) 135 BU. ON
DEMANDE COMBIEN FAIT LE CHAMP.

REPONSE : 46 My 232 BU ET DEML

PROCEDURE : ON SOMME TALON ET LANGUE, ON PREND LA MOITIE DE CECI ET ON EN MULTIPLIE
LA LONGUEUR DROITE. ON DIVISE PAR LE DIVISEUR DES MU.

Si I'on coupe en son milieu le champ trapézoidal, alots cela fait deux champs obliques, cest
~ pourquoi leurs procédures sont semblables 'une 4 Pautre . Autrement, on peut sommer talon
et langue, prendre la moiti€ de la longueur droite et en multiplier ceci.

et pour obtenir I'aire d"un champ oblique...
(1.28)

SUPPOSONS A NOUVEAU QU'ON AIT UN CHAMP OBLIQUE DE 05 BU DE HAUTEUR (LARGEUR
DROITE), DE 100 BU DE LONGUEUR D'UN COTE, ET DE 72 BU DE LONGUEUR DE L'AUTRE COTE.
ON DEMANDE COMBIEN FAIT LE CHAMP.

REPONSE : 23 MU 70 BU.

PROCEDURE ;: ON SOMME LES DEUX INEGAUX/OBLIQUES ®?, ON PREND LA MOITIE DE CECI, ET ON
EN MULTIPLIE LA LONGUEUR OU LA LARGEUR DROITE. AUTREMENT, ON PEUT PRENDRE LA
MOITIE DE LA LONGUEUR OU DE LA LARGEUR DROITE, ET EN MULTIPLIER LA SOMME. ON DIVISE
PAR LE DIVISEUR DES MU.

Si « I'on somme » et que « 'on prend la moitié de ceci », c'est qu'avec ce qui est en excédent,
on comble ce qui est vide 7>,

Voici deux figures qui pourraient illustrer le commentaire précédent de Liu Hui.

On retrouve l'expression de 1'aire d'un trapéze, que 'on note de nos jours,

1
par S=Eh (a,+a,)
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2. Les formes curvilignes

Les Neuf chapitres mentionnent trois types de figures planes a c6tés curvilignes : le champ
circulaire, le champ en forme de segment circulaire et le champ en forme d'anneau.
Les Neuf chapitres fournissent quatre formules pour l'aire d'un cercle :

1 1 3 1 »
== = — i —_—l
S > Ir (1) S 2 ld (2) S 2 d” (3) S 7 4)

ou / désigne la longueur de la circonférence du cercle, 7 son rayon, d son diametre.

Les expressions (1) et (2) sont exactes mais les valeurs données dans les textes des probléemes de la
circonférence et du diametre sont dans un rapport de 3 a 1, alors la valeur numérique de 'aire n'est
qu' approchée.

Avant Liu Hui, on considérait le périmetre de 1'hexagone régulier inscrit dans le cercle comme
tenant lieu de la circonférence du cercle et I'aire du dodécagone régulier inscrit dans dans le cercle
comme l'aire du cercle.

La figure suivante montre la transformation de I'aire du dodécagone en un rectangle.

On obtient ainsi un rectangle de largeur
le rayon du cercle et pour longueur le
demi-périmetre de I'hexagone régulier
inscrit dans le cercle.

—

Un autre conséquence du fait de considérer 1'aire du
A\ dodécagone inscrit comme 1'aire du cercle permet d'aboutir a

% 3 .
Y la formule (3) S= Zd * en considérant la figure ci-contre.
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. . 1
Les figures ci-dessous permettent d'expliquer la formule (4) S= El ?

o
a

VI VHI IV

2

VIl TX

o

Ces formules sont ainsi données a partir du principe "ce qui entre et ce qui sort se compensent" et
l'idée que l'aire du dodécagone régulier inscrit au cercle fournit l'aire du cercle ou que la
circonférence et le diamétre d'un cercle sont dans un rapport de 3 a 1 (ce qui correspond a une
approximation de m égale a3 ).

3. La démonstration par Liu Hui de la formule donnant I'aire du cercle

Le principe :

Liu Hui coupe tout d'abord le cercle, a partir d'un hexagone et obtient un dodécagone régulier dont
l'aire vaut S,=3[,r , [, désigne la longueur du coté de I'nexagone et r est le rayon du

cercle.
En effet :

N |—
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[
Ainsi 'aire du dodécagone S,=6 50 r=31,r

de méme, en notant S, 1'aire du polygone a 24 cotés, ona S,=12 Slr=6 l,r avec I, 1la

longueur du coté¢ du dodécagone régulier inscrit dans le cercle.

Notons S, l'airedu 62" - gone régulier inscrit dans le cercle. Ona S,=6.2"%1 _,r

Liu Hui écrit : "Plus on coupe fin, plus ce qui est perdu est petit. On coupe -les polygones- et on les
recoupe jusqu'a atteindre ce que 1'on ne peut pas couper"

Ainsi : plus on coupe fin, plus la différence S—S, entre l'aire du cercle S et l'aire du polygone
régulier inscrit est petite. De plus, on coupe et on recoupe jusqu'au point ou 1'on ne peut plus couper
.Le polygone régulier inscrit dans le cercle, ainsi obtenu, a un périmetre égal a la circonférence du
cercle et son aire n'est plus inférieure a l'aire du cercle.

Nous avons ainsi comme un processus de passage a l'infini et on obtient simultanément :
lim6.2"/ =1 et limS§, =S

Dans un second temps, Liu Hui précise qu'entre chaque c6té , du polygone régulier inscrit dans
le cercle et la circonférence du cercle il y a un "diamétre de reste" 7, .
( [, estlalongueur dupolygonea 6.2" cotés).

1
/ //f/

Ainsi, si l'on ajoute  6.2"1,r, a S, ,obtient S, + 62"l r, = S,+2(5,.,-4S,) >S

Sur la figure précédente la partie hachurée correspond a l'aire de  S,,,—S, .
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Enfin, l'aire du cercle S est la limite de la suite ( S, ) et de lasuite ( S,+2(S,.,—S,) )

avec Sn <S< Sn+2(S”H—S)

n

Puis Liu Hui considére le polygone régulier qui ne fait qu'un avec le cercle.

Soit L la longueur d'un de ses cotés. Liu Hui découpe ce polygone en triangles isoceles (en nombre
infini) de base L et de sommet le centre du cercle .

La somme des aires A de ces triangles vaut l'aire du cercle. Or L.r =2A d'ou l'expression

1 1
A=—L. S=—1.
) r  ou 5 r
4. Evaluation de la circonférence du cercle par Liu Hui :
e

—

"-.‘H\
"‘\-\..\______ . N .
Sl C'est dans son commentaire au probléme 32 que Liu

Hui donne une méthode rigoureuse pour calculer
une valeur approchée de la circonférence du cercle.

A2
I\ I1 considére un cercle de diamétre 2 chi.
\\\\ La longueur, AA, sur la figure ci-contre, du coté
\ de I'hexagone régulier qui est inscrit dans le cercle
\\ vaut 1 chi.

- \

A \

/1
Il calcule successivement OP, (en considérant le triangle OA4, P, rectangleen P, ),
puis 4, P, (ce que l'on nomme le diamétre de reste)
ce qui permet d'obtenir le c6té du dodécagone 4 A4, (en considérant le triangle A4 A4, P,
rectangle en P, ). puis la distance 4P,
il reccommence en calculant la distance du coté du dodécagone au centre soit O P,

I1 peut poursuivre ainsi jusqu'a calculer pour des polygones réguliers inscrits a 24, 48, 96 et 192
cOtés la longueur du coté 4 A4, | la distance du c6té au centre du cercle O P, et le diamétre de
reste A4,,, P,

Le tableau ci-dessous (extrait du livre "Les neuf chapitres ou l'art du calcul", traduit et commenté
par K. Chemla et S. Guo) rassemble les valeurs obtenues par Liu Hui :
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#-gone longueur distance du diamérre ajre
régulier du coeé (b} cencre au cdeé de reste (can?y
2 a2
8 1 000 000 8 660 0253 133 9r4§
- _ [ 4 gl
12§ 267949193445 | 9639255 340745 i
L 4 ) *
24 68148 349 466 991 4445 835555
|
| sl !
3 7 858 2. 2141 =
48 130 806 997 858 < T
584
3 13—
94 65 438 3 P
64
14—
12 3 525
64 584 105
Liu Hui calcule ensuite la différence d'aires S;—S; = 314—=-313>"+ = ——  cun’
6 625 625 625 ’

or2( S4—S5 ) donne l'aire des produits du coté du 96-gone par le diamétre de reste,

169
c'est pourquoi  S5+2(S¢—S5)>S  Or SS+2(S6_SS)=314E

Liu Hui prend la partie entiére 314 cun®> de S; etde Ss+2(S¢—S;) comme valeur
approchée de l'aire du cercle.

. . 1 2
Puis a partir de la formule S==/.r ,ona Z=§=M
2 r 10 cun

L_157

En notation moderne cela donne 7= 750

3927
1250
autre biais en déterminant la longueur du c6té d'un 1536-gone qui donne l'aire S,y d'un 3072-
gone.

....Puis Liu Hui affine encore les calculs jusqu'a trouver 7= expression qu'il vérifie par un

Isabelle MARTINEZ
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Annexe 1

BASE (Gou) ET HAUTEUR (GU)!

z - . . ]
pour craiter le haut et le profond, le large er le lointain =

9.1)

SUPPOSONS QUIE LA BASE (GO SOIT DE 3 CHE BT LA HAUTTUR (GU) DE A ¢rir. ON DEMANDE
COMBIEN FAIT L'HYPOTENUISE 3.

REPONSE 1 5 ¢HILL
(9.2)

SUPPOSONS QUE LIIYPOTENUSE SOIT DE S CHI ET LA BASE (GOU) DU 3 ¢, ON DEMANDE
COMBIEN FAIT LA HAUTEUR (1),

REPONSE : 4 111,

(9.3)
SUPPOSONS QUE LA HAUTEUR (G¢) SOrT DE 4 it 1T L'OYPOIENUSE DE 5 ¢ift. ON DEMANDE
COMBIEN FAIT LA BASE (G'0U1).

REPONSE @ 3 CHI.
PROCEDURE DE LA BASE (GOU) BT DE LA HAUTEUR (Gi) 1 :

Le ¢6té le plus court est appelé « base (gu) » ; le coeé plus long est appelé « hauteur (g#) » ; ce
qui lie les coins I'un a l'aucre est appelé « hypoténuse » 7

La base (gox) esc plus courre que la haurear (ge) qui lui correspond, la hauteur (ga) est
plus courte que I'hypoténuse gui lui correspond. On s'appréce i les utiliser pour les appliquer
a toutes les procédures (M4}, Cest pourquoi on expose d'entrée de jeu cette procédure pour en
faire apparaicre l'originge®,
BASE (GOU) ET HAUTEUR (GU) EUTANT CHACUNE MULTIPLIEE PAR ELLE-MEME, ON SOMMIE (LES
RESULTATS) BT ON DIVISE CECL PAR EXTRACIION DU LA RACINE CARRTL, CE QUI DONKNE LY PO-
TENUSE.

La base (go#) mulcipliée par elle-méme fait un carré vermillon, la hauteur (gz#) multipliée par
elle-méme un carré bleu-vert, et l'on fait en sorre que ce qui sort et ce qui entre se compen-
sent l'un l'aucre”, que chacun se conforme & sa catégorie® ; alors, sur la base du fait que I'on
garde ceux (les parties, les morceaux) qui restent sans les bouger, on engendre par réunion
I'aire (m1) du carré de c6cé I'hyporénuse. « En divisant ceci par extracrion de la racine carrée,
cela donne 'hypoténuse. »
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AUTREMENT, LA HAUTEUR (GU) ETANT MULTIPLIEE PAR ELLE-MEME, ON SOUSTRAIT CECI DE
UHYPOTENUSE MULTIPLIEE PAR ELLE-MEME. ON DIVISE CE QUI RESTE PAR EXTRACTION DE LA
RACINE CARREE, CE QUI DONNE LA BASE (Gol).

Li Chunfeng et ses associés commentent respectueusement : Dans cecte procé-
dure, 2 l'aide des aires (mf) de la base (gor) et de la hauteur (gu), on engendre par
réunion l'aire (ui) de I'hypoténuse. Le carré de coté la base (goz) est i I'intérieur [du
carré de coré la hauteur (@)1, de faic la base (gow) est plus courte que la hauteur (ga)®.
Si 'on fait en sorte que « la hauteur (gr) €tant multipliée par elle-méme, on souscrait
ceci de I'hypoténuse multipliée par elle-méme », ce qui reste donne le carré (m2) de la
base (gow). C'est pourquol « en divisant ceci par extraction de la racine carrée, cela
donne la base (gon) ». '

AUTREMENT, LA BASE (GOU) ETANT MULTIPLIGE PAR ELLE-MEME, ON SOUSTRAIT CECI DE L'HYPO-
TENUSE MULTIPLIEE PAR ELLE-MEME. ON DIVISE CE QUI RESTE PAR EXTRACTION DE LA RACINE
CARREE, CE QUI DONNE LA HAUTEUR (Gir).

Puisqu'en réunissant les aires (i) de la base (gor) et de la hauteur (gz), on engendre l'aire (m1)
de 'hypoténuse, a supposer qu'on en €élimine l'une drentre elles, alors on peut savoir, dans
cous les cas, ce en quoi consiste le reste !,

(9.4)

SUPPOSONS QU'ON AIT UN RONDIN DE BOIS DE SECTION CIRCULAIRE DE 2 €HI 5 CUN DE
DIAMETRE ET QU'ON VEUILLE EN PAIRE UNE PLANCHE DE SECTION RECTANGULAIRE I DE SORTE
QU'ELLE AIT 7 CUN D EPAISSEUR. ON DEMANDE COMBIEN VAUT SA LARGLEUR,

REPONSE : 2 CHI 4 CUN.

PROCEDURE : ON EFFECTUE LA MULTIPLICATION DU DIAMETRE, 2 CHI 5 CUN, PAR LUI-MEME ET
ON EN SOUSTRAIT 7 CUN MULTIPLIES PAR T IX-MEMES. ON DIVISE CE QUI RESTE PAR EXTRACTION
DE LA RACINE CARREE, CE QUI DONNE LA LARGELIR Ve,

Ici, on prend le diamétre du cercle, 2 chi'S enn, comme hypoténuse, I'épaisseur de la planche,
7 cun, comme base (gox), et la largeur que 'on cherche comme hauteur (g#).
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Annexe 2 : Un complément sur le théoréme de Pythagore démontré par dissection

La démonstration consiste a déplacer le triangle OPQ et a le mettre en CED , de méme MRA en
QED et enfin ABC en MNO.

On vérifie bien qu'il s'agit de triangles isométriques (superposables) car ce sont des triangles
rectangles qui ont un autre angle et une longueur respectivement égale.

Par exemple pour ABC et MNO , les cotes AB et MN sont ¢gaux a b -a et les angles
MON =CBA car les droites (MO) et (AC) sont paralleles ainsi que les droites (NO) et (BC).
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V. AIRES, GEOMETRIE AFFINE ET GEOMETRIE EUCLIDIENNE

Partant du fait que le théoreme de Thales est un théoreme affine, dans le sens ou il
ne fait intervenir que des rapports de longueurs de segments portés par une méme droite,
je me suis rappelée d’'une question, qui m’avait été posée il y a quelques années, : ” [’aire
est-elle une notion affine ou euclidienne 7’. C’est donc a cette question que nous allons
tenter de répondre, faisant le point sur la notion d’aire, et sur ce qui distingue la géométrie
affine de la géométrie euclidienne.

Pour commencer, une précision de vocabulaire, le mot euclidien a deux sens différents
qu’il ne faut pas confondre. On peut, d’une part, parler de géométrie euclidienne en temps
que géométrie affine munie d’'une distance euclidienne, il s’agit de la géométrie métrique
que I'on oppose alors a la géométrie strictement affine. Mais, ’expression ” géométrie eucli-
dienne”, d’autre part, peut aussi signifier son opposition aux géométries non-euclidiennes,
c’est-a-dire dans lesquels le postulat des paralleles d’Euclide n’est pas vérifié.

Au college et au lycée, la géométrie étudiée est euclidienne dans les deux sens du terme
et c’est la géométrie qui semble approcher le mieux le monde sensible.

Nous traiterons ici de géométries euclidiennes au sens de I'axiome des paralleles, mais
nous distinguerons la géométrie affine de la géométrie métrique.

Tout en gardant la notion d’aire comme fil conducteur, nous approcherons ces deux
notions, affine et métrique, selon trois angles différents. Le premier est celui de l'algebre
linéaire, c’est le point de vue moderne qui donne un cadre rigoureux et simple a la
géométrie, le second est le point de vue axiomatique, c’est celui d’Euclide et le dernier
est celui des groupes de transformations qui est celui de Félix Klein.

Nous essaierons de toujours relier ces points de vue et nous allons commencer par...

Quelques rappels d’algebre linéaire.

On considere un espace vectoriel F/ sur le corps des nombres réels, étant entendu que
la structure d’espace vectoriel est 'une des plus simples a appréhender qui soit. Un espace
affine &£, dirigé par E est un ensemble de points vérifiants

VM € E,Vv € E, JIN € & tel que MN = 7.

et la relation de Chasles

VA,B,C € £, AB + BC = AC.

Ainsi, un plan affine est dirigé par un plan vectoriel que nous pouvons identifier & R? en

—

choisissant une base (d@,b) de E :
E = {i@ =@ +yb, (z,y) € R?}.

Sans structure métrique, sans définition de distance ou d’angle, la situation, quelconque,
est la suivante :
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- . o . . .
En choisissant un point O € £ comme origine, on identifie I’espace affine £ a son espace

vectoriel direction E,
E— F

M»—>OW

Si 'on muni l'espace vectoriel £ d’un produit scalaire, et ainsi, ’espace £ d’une distance :

d(A,B) = ||AB|| = VAB.AB,

on privilégie alors une base orthonormée et ’on est dans le situation suivante :

La difficulté étant d’oublier cette structure métrique, qui nous est naturelle, lorsque l'on
veut considérer uniquement la structure affine du plan. Nous allons maintenant faire le lien
avec les définitions axiomatiques.
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Les définitions axiomatiques.

On peut définir une géométrie par un certain nombre d’axiomes qui établissent les
propriétés des objets, points, droites et plans de cette géométrie, nous allons voir sur les
différentes familles d’axiomes vérifiées, en quoi different les géométries affine et métrique.

I. Les axiomes d’incidence

Ces axiomes sont essentiellement communs a toutes les géométries, puisque ce sont
eux qui définissent les objets. Pour le plan, ils nous disent que

1) Toute droite contient au moins deux points.
2) Par deux points distincts, passe une unique droite.
3) Il existe trois points non alignés.

II. Les axiomes d’ordre
Ces axiomes définissent le fait pour un point d’étre entre deux autres.

1) Soit d une droite, pour tout A, B € d, il existe C' € d, tel que B soit entre A et C. C’est
ce qui permet de définir des segments et, avec ’axiome suivant, de démontrer les propriétés
raisonnables que ’on en attend.

2) L’axiome de Pasch : Si ABC est un triangle, toute droite qui coupe le segement |AB|
coupe ou le segment |AC| ou le segment | BC|. Ce que I'on exprime en disant qu’'une droite
qui entre dans un triangle en sort.

ITI. Axiomes de congruences

Ces axiomes permettent de mesurer des segments et des angles, de les comparer et
de les additionner. Ce ne sont pas des axiomes de la géométrie affine ce sont ceux de la
géométrie métrique.

IV. Axiomes de continuité
[’axiome d’Archimede et I'axiome d’intégrité linéaire permettrons d’identifier la droite

a Pensemble des nombres réels.

V. Axiome des paralleles C’est le postulat d’Euclide, par un point du plan, il passe une
unique droite parallele a une droite donnée.

La géométrie affine vérifie les groupes d’axiomes I, II, IV et V, a partir de ceux-ci, on
peut construire les plans vectoriel et affine et les identifier & ’ensemble R2.

Définition de I’aire d’une partie du plan.

Revenons a ’algebre linéaire, en fixant une origine de £ et une base de E, on identifie
le plan affine £ & R2.

A priori, la notion d’aire releve plutot de la théorie de la mesure que ’on ne détaillera
pas ici. Disons simplement, qu’il exixte une unique mesure p sur R? telle que si I = [ay, as]
et J = [by,bo], alors u(I x J) = (az — ay).(ba — by).

Cette mesure vérifie ce que l'on attend d’elle, a savoir,
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- Elle est invariante par translation et toute isométrie du plan.
- Les points, les droites et les segments sont de mesure nulle.

- Elle est additive : si A et B sont des parties du plan telles que AN B = (), alors
u(AU B) = pu(A) + pu(B).
- Si h est une homothétie de rapport A et A une partie du plan, alors, u(h(A)) = A\2u(A).

En identifiant R? au plan affine, selon que ’on se place dans une base quelconque ou
orthonormée, on a

/

a

.
a,
ay
y
b
,
y
/
-
;
)

,

a i

Dans les deux cas, 'aire peut étre définie par un déterminant dans la base considérée.

—,

L’aire de la partie achurée correspondant au déterminant dans la base (@,b) des vecteurs
(az — ay)d et (ba — b1)b, ce déterminant s’écrit

as . ai b, E b | = (az — aq)(bg — by).
Ceci étant toujours vrai si @ = ieth= 5 Dans les deux cas, I’élément d’aire est déterminé
par le paraléllogramme défini par les vecteurs de base, c’est le déterminant de la base dans
elle méme, qui vaut 1. Nul besoin d’une distance euclidienne pour définir 'aire de cette
maniere, ce qui en ferait une notion affine ?

C’est 1a que nous allons préciser le sens d’une propriété affine en considérant la
définition d’une géométrie par son groupe de transformations, une propriété sera dite affine
si elle est conserée par le groupe des transformations affines, c’est I’'objet de ce qui suit.

Les groupes de transformations.

Le troisieme point de vue sur les géométries consiste a envisager une géométrie comme
une ensemble et un groupe de bijections de cet ensemble dans lui-méme.

Ainsi, le groupe de la géométrie affine est le groupe affine,celui de la géométrie métrique
est le groupe des isométries. On peut également considérer certains sou-groupes selon les
propriétés que 'on envisage de conserver.
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Le plus parlant pour visualiser ces différents groupes semble étre la présentation ma-
tricielle, nous verrons ensuite comment sont transformés les triangles et a quelle condition
les aires sonts conservées.

On fixe une origine O de £ et une base (B = (@,b) de E. Sachant que pour toute
application affine f, il existe une unique application affine g telle que g(O) = O et une
unique translation ¢ telle que f =t o g, on peut, si 'on veut, "oublier” les translations et
considérer les applications affines qui fixent 'origine comme des applications linéaires qui
nous sont alors données par leur matrice dans la base B.

Nous avons alors les groupes suivants :

Le groupe affine

C’est le groupe des applications affines dont les applications linéaires sont données par
les matrices suivantes

(a Z) telle que ad — be # 0.

Cc

De telles applications conservent 1’alignement, les barycentres (c’est méme ce qui les car-
actérisent), les rapports de longueur sur une droite et les rapports d’aires. Toutes les
propriétés ”affines” sont conservées. Les homothéties et les translations sont les transfor-
mations affines qui envoient une droite sur une droite qui lui est parallele.

Le groupe unimodulaire

C’est le groupe des applications affines dont les applications linéaires sont données par
les matrices suivantes

a b
11 —bc=1.
(c d> telle que ad — be
En plus des propriétés précédentes, les aires sont conservées.

Le groupe des similitudes
C’est le groupe des applications affines dont les applications linéaires sont données par

les matrices suivantes
b
)\(a ) avec a’+b>=1.
-b a

Cette fois, les aires ne sont plus conservées, mais les angles le sont. Une base orthogonale
est transformée en une base orthogonale.

Le groupe des isométries

C’est le groupe des applications affines dont les applications linéaires sont données par
les matrices suivantes

A(a _gb) avec a’+b*=1,e==+1.
b ea

Ces applications conservent les angles et les distances, une base orthonormée est trans-
formée en une base orthonormée. Toutes les propriétés "métriques” sont conservées.
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Le groupe des isométries positives

C’est le groupe des applications affines dont les applications linéaires sont données par
les matrices suivantes

)\(a _b) avec a’+b%=1.
b «a

Ce sont les isométries qui conservent, en plus, I'orientation du plan. Une base orthonormée
directe est transformée en une base orthonormée directe.

Les groupes unimodulaire, des similitudes, des isométries et des isométries positives
sont des sous-groupes du groupe affine. L’aire est conservée par le groupe des similitudes
et par celui des isométries, ce qui en fait une notion métrique. Cependant, les rapports
d’aires sont conservés par le groupe affine, ce qui fait de l'aire, comme nous 'avons vu
précédemment, quasiment une notion affine.

Voyons maintenant comment ces bijections tranforment les triangles du plan.

- Le groupe affine transforme un triangle quelconque (trois points non alignés) en un
triangle quelconque, ainsi tous les triangles de la géométrie affine sont équivalents.

- Le groupe unimodulaire transforme un triangle en un triangle de méme aire. C’est le cas

des transvections de matrice ((1) Cll)

Le groupe des similitudes transforme, comme son nom 'indique, un triangle en un triangle
semblable. Les angles sont conservés.
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Le groupe des isométries transforme un triangle en un triangle isométrique, ou égal, et
conserve ou non son orientation selon que I'isométrie est positive ou non. Les cas d’égalités
des triangles peuvent étre des axiomes de la géométrie euclidienne (métrique).

Nous allons terminer cet exposé en reliant les différents points de vue a travers ’aire
d’une figure du plan et le théoreme de Thales.

Aire d’une figure.

On appelera figure du plan, une réunion finie de triangle qui ne se chevauchent pas.
Une fonction «, mesure d’aire sera définie axiomatiquement sur I’ensemble des figures a
valeur dans R* par
- 1. Pour tout triangle T', o(T") > 0.

-2.Si T et T' sont des triangles égaux (isométriques) a(7T) = a(T").
- 3. Si deux figures P et @) ne se chevauchent pas, a(P U Q) = a(P) + o(Q).

Cette définition pourra s’appliquer dans tout plan vérifiant les axiomes d’incidence,
d’ordre et de congruence. Si I'on ajoute I'axiome d’Euclide, il existe une unique mesure de
ce type vérifiant pour un triangle ABC la formule de I'aire d’un triangle égale a la moitié
du produit de la base par la hauteur.

Notons a = BC et h = AH, on a A(ABC) = 4.
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Terminons par le théoreme de Thales, dont nous donnons une démonstration moderne,
utilisant l'algebre linéaire, que nous relions aux aires.

Théoréme de Thales. Soit ABC un triangle. Soient B’ € [AB] et C' € [AC] tels que
les droites (B'C") et (BC') soient paralléles. Alors

AB"  AC" Bt

AB  AC  BC’
Démonstration : On considere I’homothétie de centre A qui envoie le point B sur le
point B’. Il existe A € R, tel que AB' = MAB. La droite (B'C") étant parallele a la droite

(AB), I'image du point C' par cette homothétie est le point C’, on a donc AC = NAC.
Par ailleurs

B'C' = B'A+ AC’ = N\(BA + AC)) = ABC,
d’otu le résultat.
Lien avec les aires :
Compte tenu de I’homothétie, on a @ = \AD et 1@ = )\E, d’ou
AB"  AC"  B'C"
AB AC BC

Par ailleurs, en exprimant I’aire par un déterminant, si on note det le déterminant dans la
)

base (i,7), on a

A

A(ABC) = %| det(AB, AT,

d’ott
A(AB'C) = %| det(AB, AC)| = %| det(A\AB, AC)| = %AI det(AB, AC)|.
D’ou
A(AB'C) | _AB'  AABC) | AC
AABC) ~ "~ AB % A(ABC) ~ T ACT
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VI. EXERCICES - METHODE DES AIRES

On trouvera une mine de situations géométriques pour #&sed de college dans les
publications de 'REM de Paris Nord (Paris13) citées ehdgjtaphie.

Pour faire les exercices ci-dessous, on suppose coresipsopositions sur les triangles (ou
parallélogrammes) compris entre les mémes paralleggditééet proportion. Les théorémes
de Pythagore et Thales (version college) ont été @émontrés.

Les exercices sont rédigés comme des pistes a suivre.

0. DEMONSTRATION DIRECTE DU TH EOREME DES LIGNES PROPORTIONNELLES A PARTIR DE
L' AUTRE CONFIGURATION DE THALES

Trois droites paralleles L,;l. L, sont coupées par deux droites d et d’ respectivement en A,
B,C eten A',B’, C’'; on trace les paralléles a d pasgpar A’ et a d’ passant par A.

\

A A

TS
/ c1\C1 R

Le rapport AB/AC est le rapport des aires de parallélogresr(fBB’ A’)/(ACC’ 1A)).
Le rapport A'B'/A'C’ est le rapport des aires de paraliglommes (ABB'A’)/(AC 1C'A)) ;
Les numérateurs de ces rapports sont égaux, les dénamsnabssi.

1.L A CONFIGURATION DU TRAP EZE.

1.1. la figure fondamentale
Les triangles AOB et COD ont méme aire qu'on écr{faOB) = (COD)
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1.2 Avec des formules algébriques
Dans un trapéze rectangle en B et C, H projection gottale de M sur BC.

A
c D
m a
b
M n
h
B - . C
p H

a, b, c désignent respectivement les aires des triaAg/B8, CMD, MBC. Les lettres h, m, n,
p désignent respectivement les longueurs MH, AB, CD, BC.

- exprimer c/a, c/b, on trouvé=< ab

- exprimer ¢, a+c, b+c, en fonction de p, h, m, ntaiver que 1/h = 1/m + 1/n

2. VARIATIONS SUR LE TH EME DE LA M EDIANE ET DU CENTRE DE GRAVIT E D’ UN TRIANGLE
2.1. Toute médiane partage le triangle en deux triangles deéme aire

2.2. Propriétés de la « droite des milieux » d’un triangle
2.3 Les trois médianes d’un triangle sont concourantes.

On trace deux médianes BB’ et CC’, elles se coupef® en

- comme B’C’ est paralléle a BC, on a (BGC’) = (CEzBdonc (GAB) = (GAC), exprimer
GA'/GA de deux fagons et déduire que : ( GBA’) = (GCAM), conclut que A’ est le milieu
de BC et que les trois triangles GAB, GBC, GCA ont mé&ine.

-exprimer GA’/GA , on montre que G est au 2/3 de chaqueamédin partant du sommet.
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2.4. Découpage et puzzle

2.4.1. Exercice du journake Monde Pb n° 469 du 22 02 06

N C P

MNCQ et MCPQ sont des parallélogrammes, le tracé de ldiagonales délimite 8 parties,
calculer leurs aires sachant que l'aire du quadrilatereD\B&LIt 2.

2.4.2. Exo. n° 209 du livre de D.Perrin cité en bibliographiec@haes cbtés du triangle est
partagé en trois parties égales. Donner l'aire desspitingles en fonction de celle du

triangle originel.

2.4.3. Exo n° 197 du livre de D.Perrin précité ;
ABCD est un rectangle, | est le milieu de AB et J iemn de BC. Comparer les aires des

guadrilatéres IBJM et AMCD.
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2.4.3 Pbn°474 du 28 03 06 Le Monde :

Trois amis s’enfoncent séparément dans une forétrerefde triangle, de sommets A, B, C.
Au bout d’'une heure, grace a leur radio et leur GPS, iigelt les informations suivantes :
e Géraldine est exactement au milieu du segment qui jogtrtemet B a la position S

de Serge.

» S est exactement au milieu du segment qui joint le sor@naeta position P de
Pauline.

e Pauline est exactement au milieu du segment qui joinnieT®et A a la position G de
Géraldine.

Quel est le rapport de l'aire du triangle GPS a celleidngle ABC ? Représentez la
position des trois amis.

2.4.5. Exo n® 219, D. Perrin

ABCD est un quadrilatere convexe. E est symétrique de Dapport & A, F est symétrique
de A par rapport a B, G est symétrique de B par rapportheSt symétrique de C par
rapport a D, comparer les aires des quadrilatéeres ABCB@GHE
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3. DES FORMES DIFFERENTES ET DES AIRESEGALES. DECOUPAGE ET PUZZLE.

3.1 Ajouter, retrancher, déplacer.
Voir exercices de I''REM de Paris nord etc.

3.2 ABCD est un rectangle, on le partage en quatre bangdésséaralleles a BC comme sur
la figure, | est la milieu de BC et les segments ERIlese coupent en M.. Les aires du
triangle AME et du quadrilatere MICF sont égales. L'eymr de deux maniéres : par
différence d’aires égales, ou en décomposant AME.

D
A
E { F
B C

3.3. La figure du gnomon

3.3.1 ABCD est un parallélogramme, M un point situé sulidgonale BD. On
méne de M les paralléles aux cbtés du parallélogrampeee pdrallélogrammes AGME et
MFCH ont mémes aires.
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Et inversement, M étant un point intérieur au parallélogne, on construit les deux
parallélogrammes AGME et MCFH, si leurs aires sontesgadlors M est sur la diagonale
BD.

3.3.2.Construction
ABCD est un rectangle, E est un point du segment ADstoire un rectangle de coté AE
(AFGE) et de méme aire que le précédent.
e A partir de la formule de l'aire AE x AF = AD x AB e applique la propriété de
Thales.

D C
E G
A F

e A partir de la configuration du gnomon. On suppose la figweét, les rectangles
DEIC et BIGF ont méme aire donc A,l et J sont aligisu la construction (on trace
Al qui est connu la droite Al coupe la droite CD en J,sgiprojette sur la droite AB
en F).
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4.CONSTRUCTION ET PARTAGES DU PREMIER DEGRE.

4.1 OABC est un quadrilatére, construire M sur la droite ABgtie le triangle AOM ait
méme aire que le quadrilatére.

A \
4.2. Diviser selon un rapport donné un triangle par uneednoéinée d’'un sommet.

A

C’est I'un des résultat fondamental (ABM)/ (ACM) =BY¥MC et on sait diviser un segment
selon un rapport donné.

4.3. Diviser selon un rapport donné un triangle par uneednaénée d’un point d’un cété. (on
couple les deux résultats ci-dessus.
Analyse du probleme résolu, ABCM sont donnés :
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Si N est le point cherché sur le segment BC, la gdeadl MC passant par A coupe la droite
BC en D. le triangle MND est de méme aire que le quetdrd AMNC et on est ramené au
probleme précédent. D’ou la construction. Si la constmgtiest pas possible c’est que N est
sur le segment AC et on trace alors la paralleleGipdssant par B qui coupe AC en E , le
triangle MNE est de méme aire que la quadrilatere BMNE, e

4.4, Méme genre d’idée : diviser, selon un rapport doonéguadrilatere par une droite
passant par un sommet.

4.5. Diviser un triangle en trois parties proportionnéles, n, p, par des droites concourantes
passant chacune par un sommet du triangle (généralisitioentre de gravité, interprétation
coordonnées barycentriques).

ABC est un triangle, D et E sur BC tels que BD/m = DEMC/p, dans cet ordre comme sur
la figure. Les paralleles menées de D a AB et de E aeAcdupent en O.

* Les aires (ABD), (ADE), (AED) sont proportionnellespectivement a m, n, p
 méme chose pour (AOB), (BOC), (COA).

5. RAPPORT D’ AIRES DE DEUX FIGURES SEMBLABLES
5.1. Rapport d'aires de deux figures rectilignes semblables

» D’abord deux parallélogrammes de mémes angles. Fainguee fen les installant
opposeés par un sommet. : ABCD et CFHG.
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w)

On écrit les rapports (ABCD)/(CHKD) et (CHKD)/ (CH{et on trouve
(ABCD)/(CHGF) = AB x AD / CF x CH.

» Siles deux parallélogrammes sont semblables, les catedats le méme rapport
AB/CF = BC/CH et le rapport des aires est égal au ca@e rapport.

5.2. Ex0. n° 196 dans D. Perrin
ABC est un triangle, G son centre de gravité et Frieésgique de G par rapport au milieu A’
du c6té BC.
e Calculer l'aire du triangle BGF en fonction de celleARC
» Calculer laire du triangle construit sur les médiatesriangle ABC en fonction de
l'aire du triangle ABC.

5.3. Une nouvelle démonstration du théoréme de Pythagore.

ABC est un triangle rectangle en A, H est le piedadéduteur issue de A sur le cété BC.
Comparer les aires de AHC et ABC, puis de AHB et ABQ®. € déduit la relation de
Pythagore.

5.4. Partage du second degré
Diviser selon un rapport donné un triangle par une dpaitallele a un c6té

6. ALIGNEMENT ET CONCOURS DANS LE TRIANGLE .

6 .1. ABC est un triangle, A’ un point de BC, B’ de @AC’ de AB, tels que AA’, BB’, CC’
se coupent en O.

86



» Etablir la relation de Gergonne: OA/AA’ + OB'/BB’ + ©/CC’ = 1 (on peut
montrer d’abord que OA/AA’ = (OBC)/ (ABC) etc.)

» Etablir la relation de Ceva (on peut remarquer que A'B/A'QOAB)/OAC) etc. et
prendre en compte la disposition des points pour le passagelaurs algébriques)

6.2. ABC est un triangle, A’ est sur BC, B’ sur CA et <lir AB, et AB’C’ sont alignés.
Etablir la relation de Menelaus.

(On peut établir que A'B/A'C = (C'B'B)/ (C'B'C) etc.)
7. POUR LE PLAISIR

On considére un parallélogramme ABCD, | sur le segmé&netA] sur le segment CD. JA et
ID se coupent en M, JB et IC se coupent en N. Pour qyesitions de |, J, le quadrilatére
MNIJ a-t-il une aire maximum ?

Indications :
- Egalité des triangles MAD et MIJ.
- La parallele a Al par M, coupe AD en H et IJ en H'\Megst le milieu de HH'.
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