PRESENTATION

Le Rallye mathématique transalpin (RMT) est une compétition entre classes du primai-
re et du secondaire, d'éleves de 8 4 6 ans. |l se déroule actuellement dans une dou-
zaine de provinces ou régions d'ltalie, en France dans |e département de ['Ain, & Lyon
et en Franche-Comté, au Luxembourg, en Belgique francophone et en Suisse roman-
de, dont il est originaire, et au Tessin.

Ses objectifs sont :
- pour les éleves, la résolution de problemes, le travail en équipes, |e débat scienti-
fique et la justification des solutions ;

- pour les maitres, |'observation des éléves en activité de résolution de problemes,
'exploitation des sujets dans leur enseignement, |'analyse des résultats, la constitu-
tion d'une collection de problemes expérimentés dont les stratégies et procédures de
résolution ont été systématiquement relevées ;

- pour les chercheurs en didactique, pour les formateurs et pour les animateurs, I'en-
richissement de leurs connaissances sur les phénomenes liés a la résolution de pro-
blemes dans les apprentissages en mathématiques.

Les épreuves sont constituges de a & 7 problemes, de difficultés variges, afin que
chaque éleve puisse étre actif et que I'ensemble de |a tache soit trop lourd pour un
seul individu, aussi doué soit-il. En |'absence de leur enseignant, les éléves disposent
de 90 minutes pour s'organiser, résoudre |es problemes, adopter une seule réponse
pour |a classe et |a rédiger de manigre tres explicite, avec les justifications nécessai-
res, en décrivant leurs démarches et solutions.

Des journées d'études internationales permettent aux animateurs des différents pays
participants de travailler ensemble a |'élaboration des sujets, aux analyses des résul-
tats et aux exploitations didactiques des problemes du RMT.

Des groupes permanents de réflexion travaillent tout au long de I'année sur les ana-
lyses a priori et a posteriori des problemes, sur |e recueil des résultats et sur leur
exploitation en vue de la formation des maitres et de |a pratique de classe.

Une « banque de problemes » regroupe tous les problemes, leurs analyses a priori
les résultats obtenus, les analyses a posteriori des copies d'gleves.

Cette Banque de problemes du RMT a été récement ouverte au public.
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FICHE TECHNIQUE

Historique :

1993 : creation du Rallye mathématique romand ouvert aux classes des degrés 3 8 5
de I'ecole primaire (8 - Il ans), 20 classes y participent.

1996 : e Rallye mathématique romand devient Rallye mathématique transalpin (RMT)
avec |a participation de classes italiennes. Depuis cette année, tous |es problemes font
'nbjet d'une analyse a priori

1998 : Le Rallye matheématique transalpin (RMT) s'est ouvert aux classes des degrés b
a8 (Il - 14 ans) et s'est étendu a d'autres régions d'ltalie, en France, au Luxembourg
avec une participation totale de 00 & 600 classes. Les deux premigres rencontres
internationales se sont tenues a Brigue (CH) sur le theme de 'apport du RMT a la
recherche en didactique. Le RMT se présente dans Panoramath 36.

2001 : participation de 1000 classes, 4% rencontre internationale, fondation de
'Association Rallye Mathématique Transalpin (ARMT). Les résultats des épreuves com-
mencent & étre recueillis et analysés au niveau international. Des « finales de finales
» virtuelles permettent de comparer régulizrement les copies des classes finalistes
de chaque section et de travailler sur les critéres communs d'attribution des points,
leur harmanisation et leur interprétation.

2004 : plus de 2000 classes participent au 128 RMT dans une vingtaine de sections.
Les B® journées d'étude internationales se tiennent a Bourg-en-Bresse sur le theme
« Uu'est-ce qu'un bon probleme pour le RMT 7» Publication du quatrieme volume des
actes des rencontres. Duverture aux classes des degrés 3 et |0 (13- 16 ans).

2005 : Lors de la 98 rencontre internationale & Arco di Trento (1), constitution de
groupes permanents, qui se réunissent lors des rencontres annuelles et poursuivent
leur travail au cours de I'année, en vue d'une exploitation didactique des problemes du
RMT. Les themes retenus concernent la construction de concepts dans les domaines
de la proportionnalité, de la géométrie plane et dans |'espace, de la numération, de
'approche des équations, des fonctions.

2008 : pres de 3000 classes participent au 162 RMT. Une premiere finale internatio-
nale réunit |2 classes de France, Belgique. ltalie, Luxembourg et Suisse & Brigue (CH)
a I'uccasion des 128 journées d'gtude.

2010 : pres de 4000 classes sont inscrites au 185 RMT et 24 sections réparties en
ltalie, France, Belgique, Luxembourg, Suisse et Argentine. La 14% rencontre internatio-
nale se tient a Besangon (F), sur le theme « RMT, un regard constructif sur les erreurs »
déja aborde lors de la rencontre précédente de Nivelles (BE). Les groupes de travail
permanents présentent leurs travaux et leurs conclusions. L'idée d'une banque de
problemes est lancée. Le numéro [ de la Gazette de Transalpie est présente. |l s'agit
d'une revue, nouvelle, de I'ARMT, publiée « on fine » sur le site Internet, destinée a tous
les animateurs et participants du RMT et, plus largement, a toutes les personnes inté-
ressées par la didactique et I'enseignement des mathématiques.
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2012 : Pres de 4200 classes participent au 208 RMT. La 16® rencontre internationale a
lieu & Villars-les-Dombes. Le theme est : « RMT : 20 ans de pratique et de recherches »
et les travaux s'organisent autour de la Banque de problames du RMT.

2015 : Le seuil des 5000 classes participantes de 22 sections est franchi. La 195 ren-
contre se déroule & Sedilo, en Sardaigne (1) sur le theme « RMT. apprendre ensemble
en résolution de problemes ».

Epreuves :

Collectives, par classes.

8 catégories, des degrés 3 a 10 (8 & 16 ans).

Problemes : 0 & 7, a résoudre en a0 minutes, de difficultés échelonnges, sans aide
extérieure. Beaucoup de problémes sont communs & plusieurs catégories.

Les solutions sont & rédiger avec explications détaillées. prises en compte pour ['at-
tribution des points. La préparation des problemes est faite en coopération par les dif-
férentes équipes régionales et nationales, avec analyses a priori. Les traductions (en
frangais, italien, allemand) sont rigoureusement compareées. Les évaluations a poste-
riori des copies d'éleves sont conduites par des groupes de travail.

Compétition :

|. Epreuve d'entrainement en décembre, sous la responsabilité du maitre. La classe
s'inscrit en cas d'interét.

2. tpreuves | et I, de janvier & avril. Sur la base d'un baréme unique. les corrections
et les classements sont organisés au plan régional.

3. Finales régionales, en mai ou juin. Les classes qualifiées sont réunies dans un méme
établissement scolaire et disputent |'épreuve finale.

4 lne analyse comparée des solutions des meilleures classes finalistes de chaque
région permet d'attribuer un titre de classe "championne” de chaque catégorie au
plan international. Une finale internationale regroupant une douzaine de classes
gagnantes des différentes sections a été organisée en 2008, la suivante aura lieu en

2016.

Partenaires :
Divers instituts de formation des maitres et départements de mathématiques univer-
sitaires, selon les régions.

Contacts :

ARMT, coordinateurs internationaux :

Lucia Grugnetti, (talie) Y : lucia.grugnetti@unipr.it

Philippe Persico, (France) ¥® : philippe.persico@laposte.net

Président d'honneur : Frangois Jaquet, (Suisse) “® : frajaquet@bluewin.ch

Site Internet : www.armtint.org
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PROBLEMES

Les quatre problemes ci-dessous figurent, dans la Banque de problémes
du RMT, en compagnie de 300 autres (en [’état de sa construction en
2015). Pour chacun d’eux, les pages suivantes présentent des extraits des
differentes rubriques des fiches de la banque de problémes : énoncé,
identification, tdche de résolution et savoirs mobilisés, procédures et obs-
tacles relevés, exploitations didactiques.

1l faut rappeler ici que tous ces problémes ont été résolus par groupes
dans le cadre de la confrontation, sans aucune intervention extérieure (en
["absence de [’enseignant de mathématiques).

Probléme 1 :

Les confitures

C’est la récolte des cerises. Grand-mére prépare des confitures dans son énor-
me chaudron, pour sa famille et ses voisins.

Lundi, elle cuit 8 kg de cerises avec 5 kg de sucre.

Mardi, elle cuit 10 kg de cerises avec 7 kg de sucre.

Jeudi, jour de la plus grande récolte, elle cuit 16 kg de cerises avec 10 kg de sucre.
Samedi, fin de la récolte, elle cuit 5 kg de cerises avec 3 kg de sucre.

Quel est le jour ou elle a fait la confiture qui a le goiit le plus sucré ?
Y a-t-il des jours ou les confitures ont le « méme goiit » en sucre ?
Expliquez comment vous avez trouvé vos réponses.

¢ Identification
Ce probléme a été proposé dans une épreuve du 15¢ RMT en 2008 a des
classes de 6°, 5¢ et 4¢ année du College et de trés nombreuses expérimen-
tations ont été étendues a des classes de CM2.

Il est classé dans la banque sous le théme de la proportionnalité dans la
famille des suites proportionnelles avec comparaisons de rapports.

Dans cette famille, la tache essentielle est de déterminer les grandeurs qui
pourraient étre proportionnelles (en général deux) et extraire du contexte
les suites de nombres pour chaque grandeur.

On le trouve sous les mots-clés : proportionnalité, conflit entre écarts et
rapports, nombres décimaux, fractions.

Dans ce contexte de recette, la tiche mathématique consiste a trouver
parmi les quatre couples de nombres (8 ; 5), (10 ; 7), (16 ; 10) et (5 ; 3)
ceux qui sont proportionnels.
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e Téache de résolution et savoirs mobilisés
Observer les quatre couples donnés et chercher des propriétés communes
permettant de reconnaitre celui qui correspond au jour ou le « goiit est le
plus sucré » ou ceux correspondant & un « méme goiit ».

Etablir des critéres de choix : éliminer ceux qui ne tiennent compte que
d’une des deux grandeurs (le sucre, par exemple) et retenir ceux qui tien-
nent compte simultanément des deux nombres du couple.

Le plus immédiat de ces critéres est la différence entre les masses de ceri-
ses et de sucre : lundi 3, mardi 3, mercredi 6 et samedi 2 conduisant au
« méme goiit » le lundi et le mardi (3 kg de différence) et a la plus sucrée
le samedi (différence la plus petite).

Procéder a une validation de ce critére et penser que la définition de « goiit
sucré » doit se baser sur la quantité de sucre pour une méme quantité de
fruit ou de confiture ; imaginer alors que le critére pourrait reposer sur la
masse du sucre pour 1 kg de fruit ou confiture.

Mobiliser la division ou le concept de quotient (rapport) des deux nom-
bres de chaque couple, les calculer et les comparer ; ce qui oblige a passer
a des nombres non entiers, exprimés sous forme décimale ou fractionnaire.

Par exemple en quantité de fruits pour un kg de sucre :
lundi8:5=8/5=1,6; mardi 10:7=10/7=1,42...~ 1,42 ; mercredi 16 :
10=1,6 et samedi 5 : 3 =5/3 = 1,666... = 1,67, conduisant au « méme goiit »
le lundi et le mercredi (1,6) et a la plus sucrée le samedi (rapport le plus
grand).

Se convaincre que ce dernier critére est adéquat et qu’il faut renoncer a
’autre.

¢ Procédures, obstacles et erreurs relevés
Le probléme Les confitures est révélateur du conflit entre les écarts et les
rapports pour déterminer une relation de proportionnalité.

A quelques exceptions prés qui ne tiennent compte que de la quantité de
sucre, il n’y a que deux procédures relevées :

- la premiére, trés majoritaire aux degrés CM2 et 6, repose sur 1’observa-
tion des écarts, du genre : c’est le lundi et le mardi que les confitures ont
le méme gott parce qu’il y a 3 kg de différence, c’est le jeudi qu’elle est
la plus sucrée parce que la différence est la plus petite ou parce qu’il y a
presque autant de sucre que de fruit

- la seconde repose sur le calcul des rapports, qui apparaissent dés la 5, soit
sucre / fruit, sucre / confiture ou parfois fruit / sucre ou fruit / confiture en
tenant compte que le plus petit rapport donne la confiture la plus sucrée. Les
rapports sont donnés sous forme décimale dans la grande majorité des cas,
avec une répétition de décimales lorsque le nombre n’est pas décimal.
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Exploitations didactiques

D’aprés nos expérimentations, il semble que les éléeves de degré CM?2
et 6° (11-12 ans) rencontrent un obstacle qu’ils ne peuvent pas enco-
re franchir a cet dge devant un probléeme de « recette » culinaire ou
ce sont les rapports des ingrédients qui déterminent le godt. On pour-
rait certes les aider en leur « enseignant » le critere a prendre en
compte dans ces situations, comme souvent lorsque les programmes
abordent la proportionnalité vers 10-11 ans. On justifierait alors la
recette par des raisonnements du genre : « Lorsque on double une quan-
tité, il faut aussi doubler I'autre ».

Mais il est évident que cette aide « extérieure » que tous les éléves
ont déja recue les années précédentes n’est d’aucune efficacité a long
terme, comme le montrent toutes les expérimentations.

Pour que le rapport s’impose face a I'écart, il faut des échanges, des
confrontations au cours desquelles les éléves doivent conclure a I’ina-
déquation du modéle additif. Par exemple en faisant varier les deux
quantités tout en conservant la différence de 3 kg, on doit pouvoir
faire comprendre que pour les grands nombres (par exemple 1003 et
1000) on a « presque la méme quantité de cerises que de sucre »
contrairement au lundi (8 et 5) et au mardi 10 et 7). Mais la contra-
diction est plus évidente en allant vers les nombres plus petits : 7 et 4
;6et3;5et2;4etl1;3et0!! 2et???

Le réle du maitre est ici plus délicat, il « n’explique » pas mais il engage
les éléves dans un chemin qui devrait aboutir a une impasse dont il fau-
dra tirer les conséquences.
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Probléme 2 :

La terrasse de Joseph

Joseph a une terrasse carrée de 10 m de coté. Il désire peindre le sol en blanc
et en gris.

I1 fait un croquis pour son projet en tragant un carré qui représente la terrasse
puis, a I’intérieur, quatre segments de droites qui vont de chacun des quatre
sommets au milieu d’un c6té opposé. 1l colorie en gris quatre parties et laisse
les cinq autres en blanc.

Joseph observe son croquis fait a main
levée. Il se demande de quelle forme seront
ses différentes parties et si 1’aire des parties
blanches sera égale a celle des parties grises.

Calculez I’aire totale des parties blanches et celle des parties grises, en
donnant le détail de votre démarche et de vos calculs.

* Identification
Ce probléme est tiré d’une épreuve du 22¢ RMT de 2014 proposé en 6,
5¢ et 4¢.
11 est classé dans la banque sous le théme de la géométrie plane avec tous
les problémes qui font appel aux aires, longueurs et relations métriques.
La tache mathématique est de déterminer 1’aire des parties de chaque cou-
leur, apres en avoir percu la forme, dans un carré de 10 m de c6té partagé
par quatre segments joignant 1’'un des quatre sommets a I’un des quatre
milieux d’un c6té opposé.
Mots-clés : géométrie, carré, trapéze, triangle, quadrilatére, aire, homo-
thétie, isométrie, rotation, symétrie centrale, cO6té, sommet, points
milieux, pavage, similitude, hypoténuse, Pythagore, algébre, équation,
croquis.

¢ Tache de résolution et savoirs mobilisés
- Observer le dessin, constater que la figure se décompose en neuf parties
et se rendre compte qu’il faut déterminer la forme de chacune des parties
avant d’entrer dans la phase du calcul des aires.
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Cette détermination peut se faire visuellement mais doit étre confirmée
par un dessin précis (avec des instruments de dessin géométrique ou sur
un papier quadrillé) ou faire I’objet d’une argumentation, déduite des pro-
priétés du carré et de ses cOtés partagés en deux parties €gales par les
points milieux.

Reconnaitre que les neuf parties sont un carré central, quatre trapézes rec-
tangles égaux et quatre triangles rectangles égaux (figure 7). On peut dis-
tinguer aussi quatre « grands » triangles ( composés d’un trapéze et de
deux « petits » triangles, figure 2), quatre triangles « moyens » (composés
d’un trapeze et d’un « petit » triangle, figure 3) puis observer par exemple
que les« grands » triangles sont des quarts du grand carré, (mesure des
cotés de P’angle droit 5 et 10 cm, aire 25 cm?, hypoténuse /1250u 5./5
cm) ou que tous les triangles de la figure sont semblables (mémes angles,
et rapport 2 entre les mesures des cotés de I’angle droit) ...

figure 1 figure 2 figure 3 figure 4

Engager finalement le calcul des aires, pour lequel il y a de tres
nombreuses procédures possibles :

* par mesure des longueurs et calcul des aires sur un dessin précis a
I’échelle, par exemple sur un carré de 10 cm de c6té ;
- par « quadrillage » (figure 4) (construction précise sur papier
quadrillé d’un carré de 10 unités de coté et comptage des carrés ;
- par « pavage » du carré en petits triangles ;
- par décomposition et recomposition, ...

* algébriquement avec x et 2x pour mesures des cotés de 1’angle droit
des petits triangles dont I’hypoténuse mesure 5 (en m), par Pythagore :
X2+ 4x* =25, puis 5x* = 25 et enfin x> = 5 (en m?), qui est aussi 1’aire du
petit triangle : (x x 2x)/2 = x2.

Les savoirs mobilisés, selon les procédures utilisées recouvrent I'ensem-
ble des programmes de géométrie du Collége (polygones et le calcul de
leurs aires, isométries, similitudes, relations métriques (Pythagore,
Thalés), puissances et racines carrées, ¢léments d'algebre.
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¢ Procédures, obstacles et erreurs relevés
La réussite a été trés moyenne. Sur plus de 1200 classes de 5¢, 4¢, 3¢, il
n’y a que 30 % environ de réponses correctes (aire des parties grises : 60 m?
et blanches : 40 m?), il faut attendre la seconde pour atteindre 50 % de
réussite.

Observations tirées d’une analyse a posteriori d’environ 200 copies :

- La moitié des copies environ montrent une incapacité a entrer dans une
résolution « réfléchie » : les aires grises et blanches sont déclarées égales ;
la somme des deux aires est loin de correspondre a celle du carré d’origi-
ne (100) ; des calculs apparaissent sans lien avec les mesures prises ; des
« gribouillages » font état de découpages et reports incohérents ; les for-
mes des neuf figures ne sont pas reconnues... ;

- Les « débuts de raisonnement correct » témoignent d’une « entrée » dans
le probléme, avec reconnaissance du carré central, calculs d’aires de tri-
angles dont un des cotés mesure 5 cm,... ;

- Parmi les procédures faisant preuve d’une compréhension du probléme,
une majorité repose sur un dessin précis du partage du carré (en général
de 10 cm de coté) et les mesures de ses différents segments. Elles peuvent
conduire a des réponses ¢loignées de la solution « 40 et 60 » a la suite
d’erreurs de calcul, ou a des réponses proches de la solution dues aux
mesures approximatives (par exemple 38,72 et 58,96 lorsque la mesure du
carré central est considérée comme 4,4) sans contrdle de la somme qui
devrait étre 100 ou encore a une premicre aire calculée a partir de mesu-
res approximatives et la seconde calculée comme complément a 100.

L’obstacle est, dans ce cas, di a une croyance que la mesure prise sur la
régle est la mesure réelle ou a une élaboration insuffisante du concept
d’approximation.

- Les procédures par pavages, découpages, compensations reposent sur
I’observation que le carré central équivaut a quatre triangles et qu’un tra-
peze équivaut a trois triangles, ce qui conduit a répartir le carré d’origine
en cinq carrés : deux blancs et trois gris. Ces procédures ne sont cepen-
dant pas accompagnées de justifications ou de démonstrations ; les pava-
ges ou découpages sont évidents et reposent sur une appréciation visuel-
le.

- On reléve aussi de fréquents calculs de la longueur d’un des quatre seg-
ments par Pythagore, qui conduit & I’approximation « 11,8 », mais on ne
voit pas apparaitre 1’écriture 5J5 ou \/111%5 dans les calculs qui suivent. Il
s’agit ici de I’obstacle des écritures de nombres irrationnels.
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e Exploitations didactiques
Premieres remarques tirées de premiéres observations des copies :
La terrasse de Joseph est un probléeme « consistant » pour la cons-
truction des connaissances géométriques, mais évidemment, au vu
des résultats obtenus, « assez difficile » pour des éleves de 13 a 16
ans dans les conditions de passation des épreuves du RMT.

La variété des procédures de résolution observées assure l'intérét de
leur confrontation entre éléves, puis de leur institutionnalisation par
le maitre.

On peut en particulier profiter de comparer les procédures reposant
sur les mesures prises sur un dessin, forcément approximatives
méme si la construction est treés précise, aux procédures par pavage
ou décomposition ou encore aux procédures algébriques.

On peut aussi aborder, selon I'dge des éléves, le probléme des justi-
fications par raisonnement déductif.
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Probléme 3

Triangles envolés
Albert avait un carré de carton gris. Il I’a découpé en deux triangles égaux:

Puis Albert a découpé un des deux triangles en petits triangles tous égaux.
Mais le vent a emporté quelques-uns des petits triangles. Il n’en reste plus que
quatre :

Sur la figure ci-contre, on voit que I’on peut
aligner exactement trois des petits triangles
égaux sur un c6té du grand triangle.

Dessinez sur le carré d’Albert le grand
triangle restant et tous les petits triangles.

Combien de petits triangles se sont-ils envolés ?

* Identification
Dans ce probleme du 22¢ RMT (2014) proposé a des classes du CE2 a la
6, il s’agit de décomposer un triangle rectangle isocéle en triangles égaux
qui lui sont semblables, dans le rapport 1/3 et en déterminer le nombre.
On le retrouve a partir des mots-clés : triangle, triangle rectangle isocéle,
équivalence, décomposition, similitude, rapport.

Il se situe dans le théme général de la géométrie plane de la banque de pro-

blémes, dans plusieurs familles qui traitent des alignements, de I’approche
de I’aire et des pavages.

Rallye Mathématique Transalpin 23]



232

* Téche de résolution et savoirs mobilisés
- Percevoir les caractéristiques des triangles d’aprés les figures et du texte
de I’énoncé : ce sont tous des triangles rectangles isocéles, les longueurs
des cotés des grands triangles valent trois fois celles des cotés des petits
triangles.

- Se rendre compte que la tache revient a décomposer le grand triangle en
petits, et qu’il faut trouver combien on peut placer de petits triangles dans
le grand, afin de déterminer le nombre de ceux qui se sont envolés.

- Il y a de nombreuses maniéres de procéder. On peut par exemple décou-
per des petits triangles pour recouvrir le grand triangle, par décalque ou
par dessin de proche en proche et découvrir qu'il contient 9 petits triangles ;
ou bien on peut dessiner une trame triangulaire sur le grand triangle et
compter les unités.

Le dessin de proche en proche ou par décalque exige de la précision, le
respect des angles droits et du parallélisme d’un triangle a ’autre, la per-
ception des rotations et translations nécessaires. Le dessin d’une trame
exige une perception d’ensemble du pavage.

* Procédures, obstacles et erreurs relevés
Le probléme s’est révélé difficile, voire trop difficile en CE2 ou seulement
un tiers des classes ont trouvé que 5 triangles se sont envolés. La réussite
augmente au CM1 et se stabilise en CM2 et 6 avec un taux de 55% de
réponses correctes et explications. (Les résultats portent sur 2500 classes.)

Une analyse plus détaillée de 150 copies permet les observations suivantes :
- Environ 80% des copies font apparaitre les petits triangles, sur un demi
carré, ou sur le carré entier.

Parfois (environ 10% des copies) il s’agit d’un collage de petits triangles
découpés ou du report du contour d’un petit triangle découpé puis dépla-
c¢ dans des positions successives.

Dans la majorité des cas, on se rend compte que les figures ont été dessi-
nées, a la régle, aprés les mesures ou reports nécessaires pour assurer 1’i-
sométrie des petits triangles. On reléve une progression, de la catégorie 3
a la catégorie 6, dans la précision des dessins et le respect des directions
(parallélisme et perpendicularité).

- Les figures obtenues par dessin font apparaitre deux procédures :

* la premiére par « trame triangulaire » (dans 15 % des cas), conduisant
au réseau de la figure 1.
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* la deuxieme et la plus fréquente par « juxtapositions successives » (dans
35 % des copies) amenant a des pavages comme ceux des figures 2 et
3. Dans ce cas on constate parfois un report progressif des impréci-
sions pouvant entrainer des décomptes erronés.

- Pour accéder a la solution correcte, il faut évidemment observer la cor-
respondance des cotés des petits et du grand triangle : les cotés des angles
droits doivent coincider ou étre paralléles entre eux, les hypoténuses doi-
vent aussi coincider ou étre paralléles entre eux.

Si les éléves n’observent pas cette correspondance et placent des hypoté-
nuses de petits triangles sur des cotés de I’angle droit du grand, ils n’arri-
vent & placer que 8 petits triangles dans le grand.

Cette erreur apparait dans 14% des copies. Figure 4.

figure 1 figure 2 figure 3 figure 4

L’erreur n’est pas trés visible : I’hypoténuse d’un petit triangle est
V2 = 1,414... proche du demi-coté du carré qui mesure 1,5.

- Sur les 150 copies examinées, on ne reléve aucune trace explicite de

réflexion sur I’aire des triangles, ni sur le rapport 3, ou sur la relation mul-
tiplicative 3 x 3 =9.
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e Exploitations didactiques

Le probléme est potentiellement intéressant pour la confrontation
entre les figures pavées de 9 triangles et celles de 8 triangles. Le des-
sin, ou méme le découpage, ne permet pas de décider entre ces deux
pavages. Un débat est indispensable pour se convaincre qu’on est en
présence de triangles de grandeurs différentes occupant le méme
espace, (avec 8 triangles ou avec 9 triangles, évidemment plus
petits) puis pour constater que ce sont trois cétés des angles droits
des petits qui correspondent a un cété de l'angle droit du grand.
(Selon I'dge des éléves, on peut aussi faire intervenir les aires et les
diagonales dans l'observation des figures ot apparaissent des petits
carrés (9 et 8) dans le grand triangle. Les aires des petits carrés
seront alors respectivement 1 et 1,125, les c6tés 1 et = 1,12) ; avec
4 petits carrés on peut former un autre carré d’aire 2, de cété = 1,4
ou un carré d’aire 4,5 de cété = 2,1, etc.)

L'exploitation va donc s’étendre aux réflexions sur la précision des
mesures.

Une autre connaissance a introduire est le lien entre le rapport des
cétés 1ou 1/3 et le rapport des aires 9 ou 1/9.

D’autres exploitations sont aussi possibles sur les différents pavages
et la trame triangulaire réalisée par celui de la figure 1.
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Probléme 4

Le temps des vendanges

Dans les vignes de M. Brunello, un jour de vendanges, avec le raisin
recueilli on a rempli 18 grandes cuves et 13 cuves moyennes. Pour les
transporter a la cave, M. Brunello dispose de trois tracteurs :

- le tracteur A peut transporter, a pleine charge, 3 grandes cuves et 2 moyennes ;
- le tracteur B peut transporter, a pleine charge, 2 grandes cuves et 1 moyenne ;
- le tracteur C peut transporter, a pleine charge, 1 grande cuve et 1 moyenne ;
Ce jour-1a, M Brunello a utilisé au moins une fois tous ses tracteurs et tou-
jours a pleine charge.

Combien de voyages peut avoir fait M. Brunello avec chacun de ses
tracteurs pour transporter toutes les cuves a la cave ?

Décrivez tous les voyages possibles et expliquez comment vous les avez
trouvés.

* Identification
Il s’agit d’un « ancien » probléme de la deuxiéme épreuve du 14¢ RMT
(2006) destiné aux classes de la 5¢ a la seconde.

On se situe dans les domaines conceptuels des fonctions, mise en équa-
tions, étude d’un systéme d’équations linéaires, ou I’on demande de trou-
ver les différentes maniéres d’obtenir le couple (18 ; 13) par addition de
trois types de couples (3 ; 2), (2 ; 1) et (1 ; 1) dans un contexte de
transports de deux types de récipients par trois transporteurs (systéme
linéaire de deux équations a 3 inconnues entieres et strictement positives).
Mots-clés : fonctions, relations algébriques, relations fonctionnelles, pro-
portionnalité, systemes d’équations linéaires

* Téche de résolution et savoirs mobilisés
Pour les catégories considérées on peut envisager différents types de pro-
cédures. Dans tous les cas I’utilisation de la proportionnalité pour le cal-
cul du nombre de cuves convoyées par un tracteur lors de plusieurs allers
et retours est un prérequis. La prise en compte des nombreuses contrain-
tes est également incontournable.

- Une procédure possible : identification d’un probléme relevant d’une
mise en équation algébrique dont une méthode de résolution peut étre
anticipée. Identification des inconnues du probléme (par exemple a, b et
¢ les nombres respectifs de voyages des tracteurs A, B et C), des contrain-
tes sur ces inconnues (entiers strictement positifs) et des relations qui les
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lient 3a +2b+ c =18 et 2a + b + ¢ = 13). Mise en ceuvre d’une méthode
de résolution adaptée, par exemple obtenir par différence a + b =5 et retenir
les solutions en nombres entiers naturels différents de 0 : (1 ; 4),
(253),3:2)4; D).

Chaque couple permet de déterminer la valeur correspondante de c
(respectivement 7, 6, 5, 4). On obtient ainsi quatre possibilités.

Remarque : il est possible de réduire la recherche :

- en s’appuyant sur le sens et en prenant en compte que les tracteurs font
au moins un voyage. On est amené a faire un travail équivalent a la réso-
lution de 3a’+2b’+c¢’=12 et 2a’+ b’ + ¢’ =9 ce qui limite le nombre de
cas a étudier.

- en travaillant sur I’aspect syntaxique et en déduisant des équations que
a + b doit étre égal a 5. On peut difficilement envisager que cette déduc-
tion survienne sans recours au cadre algébrique.

Autre procédure possible : procéder dans le champ multiplicatif et additif,
avec des entiers, de manicre organisée (éventuellement avec un tableau)
en tenant compte des caractéristiques de chaque tracteur et du nombre de
cuves transportées augmentant avec le nombre de voyages.
Commencer par exemple en choisissant le nombre maximum de voyages
du tracteur A, s’assurer que 6 voyages ne peuvent convenir, que 5 peuvent
permettre de transporter les 18 grandes cuves mais alors pas les 13
moyennes (on aurait transporté 18 grandes cuves et 12 moyennes, ce qui
ne suffit pas).

Puis supposer que le tracteur A fait 4 voyages (12 GC ; 8 MC) et
il faut alors tester toutes les possibilités pour les tracteurs B et C. On
obtient ainsi une premiére solution : 4 voyages pour A, 1 pour B et 4 pour C.

Et ainsi de suite jusqu’a obtenir les trois autres solutions : 3 voyages pour
A, 2 pour B et 5 pour C, puis 2 voyages pour A, 3 pour B, 6 pour C et 1
voyage pour A, 4 pour B et 7 pour C.

Ainsi on peut essayer de distinguer deux types de savoirs mobilisables :
- d’une part ceux liés au cadre des €équations linéaires,

- d’autre part ceux liés a I’aspect fonctionnel.

Pour ces derniers on peut distinguer deux aspects :

* la nécessaire mise en ceuvre d’un raisonnement relevant de la propor-
tionnalité pour le calcul du nombre de cuves convoyées par un trac-
teur lors de plusieurs allers et retours.

* J’utilisation en actes d’une ou deux fonctions de plusieurs variables.
Le calcul des images se faisant dans le champ additif et multiplicatif
sur des entiers.
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¢ Procédures, obstacles et erreurs relevés

Parmi les copies ou 1’échec est total, on peut percevoir que la compréhen-
sion de I’énoncé et son appropriation s’averent tres difficiles. La multipli-
cité des contraintes a prendre en compte et certaines formes syntaxiques
semblent s’ériger en obstacles. On identifie ainsi des classes qui ont séparé
le probléme en trois : combien de trajets avec le tracteur A pour transpor-
ter la totalité des cuves, puis avec le tracteur B puis avec le C. D’autres
classes n’ont pas envisagé que les tracteurs étaient toujours a pleine charge,
d’autres encore n’ont pas tenu compte du fait que chaque tracteur faisait
au moins un trajet. On reconnait ici a la fois des difficultés de traitement
de I’énoncé et aussi une difficulté a gérer un ensemble trop important de
contraintes.

Les procédures utilisées par les classes s’étant engagées dans la recherche
sont globalement des procédures par essais assez peu souvent organisés et
relevant de démarches arithmétiques. Les rares démarches organisées sont
peu productives, on ne voit ni tableau bien structuré, ni liste pertinente (sauf
en seconde). On observe par ailleurs des procédures figuratives, ou les
¢leves représentent les cuves par des barres de différentes tailles (y compris
en classes de 3€). La plupart de ces copies donnent des solutions correctes
en organisant des groupements. On reconnait ainsi des procédures souvent
utilisées dans les niveaux inférieurs et a contrario, méme en fin de Collége
ou au Lycée, n’apparait aucune procédure algébrique.

Il est & noter que pour les niveaux observés et pour les copies qui

permettent 1’analyse, la question de la proportionnalité ne pose pas
de difficulté.
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e Exploitations didactiques
L'utilisation de ce probleme en classe peut se faire avec des objec-
tifs variés.

On peut tout d’abord le mettre en ceuvre comme un probleme de
recherche sans objectifs notionnels mais en travaillant de fagon
principale les compétences métamathématiques . On cherche alors
a développer autant des savoir-faire en résolution de probléeme
gu’une attitude et un rapport aux mathématiques favorables a ces
résolutions de problémes.

On peut aussi viser des objectifs notionnels.

Deux semblent possibles :

- La mise en évidence d’un aspect fonctionnel, au sens ou le nomb-
re de cuves transportées dépend de trois variables (le nombre de
trajet de chacun des tracteurs). On peut alors, lors de la synthése
apres une recherche minimale, étudier I'ensemble des valeurs pri-
ses par la fonction (les variables sont ici entiéres et bornées) en
organisant convenablement la recherche des images.

- Une introduction (ou réintroduction) de l'outil algébrique pour
résoudre des problemes de ce type. Compte tenu des résultats
obtenus ici, I'outil algébrique n’est clairement pas disponible pour
les éléves considérés, et il peut alors intervenir, apres élaboration de
solutions erronées ou partielles ou laborieuses, comme nouvel outil
qui permet I'obtention de toutes les solutions plus efficacement.

Dans tous les cas, quel que soit l'objectif, il est nécessaire que les
éleves puissent réellement s’engager dans la résolution du probleme
et envisager ce qui en est une solution.

Pour cela, et puisque le cadre d’une situation de classe avec l'ensei-
gnant le permet, il s'avére nécessaire de faire un travail sur I'énoncé
et son appropriation. Le vocabulaire et les formulations doivent étre
explicitées si nécessaire, les ambiguités levées, I'ensemble des
contraintes mises en évidence et ceci afin que I'ensemble de la
communauté de recherche soit d’accord sur le probléme a résoudre.
Ceci étant réalisé, les productions déja recueillies montrent que les
éleves doivent pouvoir s'engager dans la recherche et produire des
raisonnements qui pourront étre exposés puis débattus. La diversi-
té des pistes observées permet d’envisager la possibilité de synthe-
ses diverses suivant les objectifs poursuivis.
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