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L'exponentielle dans le (nouveau) programme
de 1ere

�La notation exponentielle et les fonctions exponentielles apparaissent vers
la �n du XVIIe siècle, procédant d'une volonté de traiter des phénomènes
de croissance comparables à ceux des intérêts composés. La modélisation
de ces situations fait naturellement apparaître la caractérisation de la
fonction exponentielle comme seule fonction véri�ant l'équation
di�érentielle y ′ = y et la condition initiale y(0) = 1�
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L'exponentielle dans le (nouveau) programme
de 1ere, suite

Dé�nition de la fonction exponentielle, comme unique fonction
dérivable sur R véri�ant f ′ = f et f (0) = 1. L'existence est admise.
Notation exp(x)

Pour tous réels x et y , exp(x + y) = exp(x) exp(y) et
exp(x) exp(−x) = 1. Nombre e. Notation ex

(. . . )

Construction de l'exponentielle par la méthode d'Euler. Détermination
d'une valeur approchée de e à l'aide de la suite

(
1 + 1

n

)n
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fonction(s) exponentielle(s) : définitions
possibles

fonction dérivable sur R véri�ant f ′ = f

fonction continue sur R véri�ant f (x + y) = f (x) f (y)

somme de la série
+∞∑
n=0

xn

n!

prolongement à R de p
q
7→ a

p

q

réciproque du logarithme
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L'exponentielle dans le programme de 1ere

1 Les phénomènes exponentiels

2 La notation exponentielle

3 La notion de fonction

4 Bernoulli et les intérêts composés

5 La lettre e

6 La fonction exponentielle

7 La méthode d'Euler

8 Références
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Les phénomènes exponentiels

Exponentielle et intérêts composés

1 Les phénomènes exponentiels

2 La notation exponentielle

3 La notion de fonction

4 Bernoulli et les intérêts composés

5 La lettre e

6 La fonction exponentielle

7 La méthode d'Euler

8 Références

FG & JPL Exp en 1ère 7/2/20 8 / 44



Les phénomènes exponentiels

Les phénomènes exponentiels
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Les phénomènes exponentiels

Les phénomènes exponentiels

Les questions d'intérêts composés apparaissent aussi dans des
tablettes de la même époque [D. Justens]

Le problème des grains de riz (ou de blé) sur l'échiquier est plus
di�cile à dater, mais remonte au moins au Moyen Âge
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Les phénomènes exponentiels

Archimède (-287 à -212), L'Arénaire

Traduction de ver Eecke, 1933

Lorsque des nombres sont en proportion continue à partir de l'unité, et que
certains de ces nombres sont multipliés entre eux, le produit sera dans la
même progression, éloigné du plus grand des nombres multipliés d'autant
de nombres que le plus petit des nombres multipliés l'est de l'unité dans la
progression, et éloigné de l'unité de la somme moins un des nombres dont
les nombres multipliés sont éloignés de l'unité.
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Les phénomènes exponentiels

Archimède, L'Arénaire

Traduction de Peyrard, 1807

Si des nombres sont continuellement proportionnels à partir de l'unité, et si
deux termes de cette progression sont multipliés l'un par l'autre, le produit
sera un terme de cette progression éloigné d'autant de termes du plus
grand facteur que le plus petit facteur l'est de l'unité. Ce même produit
sera éloigné de l'unité d'autant de termes moins un que les deux facteurs le
sont ensemble de l'unité.

autrement dit : am × an = am+n
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La notation exponentielle
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La notation exponentielle

La notation exponentielle

Avant. . . exemple Viète, In artem Analyticem Isagoge (1591), traduction
d'A. Vasset (1630)
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La notation exponentielle

La notation exponentielle

René Descartes, La Géométrie (1637)
N. B. Les exposants sont forcément entiers positifs
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La notation exponentielle

La notation exponentielle

La notation moderne pour les exposants fractionnaires ou négatifs est
introduite par Newton dans une lettre de 1676 à Oldenbourg

(Florian Cajori, History of Mathematical Notations vol. 1 (1928), n◦ 308)
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La notion de fonction
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La notion de fonction

La notion de fonction

Le contexte dans lequel [Jean] Bernoulli élabore sa version [1697] du calcul
exponentiel (comme la version de Leibniz) est le calcul di�érentiel publié
par Leibniz en 1684. De nos jours, on connaît le calcul, di�érentiel et
intégral comme une théorie qui concerne les fonctions, leurs dérivées, et
leurs intégrales, lesquelles sont aussi des fonctions. Dans sa forme
Leibnizienne, le �calculus� était tout à fait di�érent : c'était une théorie des
variables et de leurs di�érentielles. Les variables sont des quantités variables
dans des situations relatives à des problèmes géométriques ou mécaniques ;
ainsi, la hauteur ou la vitesse d'un projectile, ou les coordonnées d'un point
sur une courbe, sont des variables. Les di�érentielles sont les petites
augmentations (incréments) ou diminutions (décréments) de ces variables,
qui se produisent si l'on considère les états successifs (ou in�niment
proches) (d'un projectile en vol, ou de la position de points sur la courbe)

H. Bos, 1996, trad. JPL
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La notion de fonction

La notion de fonction

Le mot commence à être employé par Leibniz (1694) et Jacques Bernoulli
(1698). La notion se précise dans les échanges entre Leibniz et Jean
Bernoulli.

En 1718, Jean Bernoulli précisera la dé�nition : �on appelle ici Fonction
d'une grandeur variable, une quantité composée de quelque manière que ce
soit, de cette grandeur variable et de constantes�. Il introduit à la même
époque la notation Φx. (Itard)
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Bernoulli et les intérêts composés
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Bernoulli et les intérêts composés

Jacques (Jacob) Bernoulli, 1654 - 1705
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Bernoulli et les intérêts composés

La famille Bernoulli
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Bernoulli et les intérêts composés

Wikipédia, article Jacques Bernoulli :

Bernoulli a découvert la constante e par l'étude d'une question concernant
les intérêts composés où il fallait trouver la valeur de l'expression suivante
(qui est en fait e) :

lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n
Soit comme exemple, un compte qui a pour valeur initiale 1 e et rapporte
100 pour cent d'intérêt par an. Au bout d'un an, le compte est de 2 e ;
mais si l'intérêt est composé tous les six mois, 1 e est multiplié par 1,5, ce
qui donne 1 e ×1, 52 = 2, 25 e . Si l'intérêt est composé chaque trimestre,
1 e ×1, 254 = 2, 4414 . . . e et s'il est mensuel,
1 e ×(1, 08333333 . . .)12 = 2, 613035 . . . e .
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Bernoulli et les intérêts composés

Wikipédia, article Jacques Bernoulli, suite :

Bernoulli a remarqué que cette suite tend vers une limite (le taux d'intérêt
e�ectif) lorsque les intervalles deviennent de plus en plus petits. Pour un
intérêt composé chaque semaine, on trouve 2,692 597 e , pour un intérêt
composé chaque jour, on trouve 2,714 567 e . Si n est le nombre
d'intervalles de composition, avec un intérêt de 100 % pour chaque
intervalle, la limite lorsque n devient grand, est le nombre d'Euler qui par la
suite a été noté e. Pour des intérêts composés continûment, la valeur du
compte atteindra 2,718 281 8 e . Plus généralement, un compte dont la
valeur initiale est 1 e , et un taux R , aura au bout d'un an la valeur �nale
eR e lorsqu'on découpe l'année en une in�nité de périodes de composition
in�niment courtes.
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Bernoulli et les intérêts composés

illustration moderne
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Bernoulli et les intérêts composés

Bernoulli et les intérêts composés
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Bernoulli et les intérêts composés

Bernoulli et les intérêts composés

Ce texte a été écrit en 1685, publié dans les Acta Eruditorum en mai 1690
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Bernoulli et les intérêts composés

D'une autre nature est ce problème :
On demande, si un créancier propose une somme d'argent à prêter, à la
condition que, à chaque moment (durée), une part proportionnelle de
l'intérêt de l'année soit ajoutée au capital ; quelle quantité de celui-ci
sera-t-elle due à la �n de l'année ?
Réponse. Si le capital est appelé a, l'intérêt annuel b, l'année écoulée, il
sera dû au créancier

a + b +
bb

2a
+

b3

2 · 3aa
+

b4

2 · 3 · 4a3
+

b5

2 · 3 · 4 · 5a4
,&c à l'in�ni

et la somme est plus grande que a + b + bb : 2a comme il apparaît : mais
plus petite que a + b + bb : (2a − b), puisque bb : (2a − b) est la somme
de la progression géométrique

bb

2a
+

b3

2 · 2aa
+

b4

2 · 2 · 2a3
+ &c

Traduction Jacqueline Lubet
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Bernoulli et les intérêts composés

Pour cette raison si l'intérêt est moins que le vingtième du capital soit

a = 20 et b = 1, il sera dû après un an plus que 21
1
40

et moins que 21
1
39

;

si a = b il sera dû plus que 2
1
2
a et moins que 3a. En plus j'observe que la

série actuelle a son utilité en géométrie : en, e�et si deux droites sont
dirigées selon l'axe d'une courbe logarithmique, dont la plus petite est
appelée a et soit la portion de l'axe entre l'une et l'autre dans le rapport
constant de b à a, à la portion du même entre une appliquée quelconque et
la tangente respective : la plus grande des appliquées sera exprimée par
cette même série

a + b +
bb

2a
+

b3

2 · 3aa
+ &c à l'in�ni

Traduction Jacqueline Lubet
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Bernoulli et les intérêts composés

D'une autre nature est ce problème :
On demande, si un créancier propose une somme d'argent à prêter, à la
condition que, à chaque moment (durée), une part proportionnelle de
l'intérêt de l'année soit ajoutée au capital ; quelle quantité de celui-ci
sera-t-elle due à la �n de l'année ?
Réponse. Si le capital est appelé a, l'intérêt annuel b, l'année écoulée, il
sera dû au créancier

a + b +
b2

2a
+

b3

2 · 3a2
+

b4

4! a3
+

b5

5! a4
,&c à l'in�ni

et la somme est plus grande que a + b +
b2

2a
comme il apparaît : mais plus

petite que a + b +
b2

2a − b
, puisque

b2

2a − b
est la somme de la progression

géométrique
b2

2a
+

b3

4a3
+

b4

8a3
+ &c

Traduction Jacqueline Lubet, notations modernisées
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Bernoulli et les intérêts composés

Pour cette raison si l'intérêt est moins que le vingtième du capital soit

a = 20 et b = 1, il sera dû après un an plus que 21
1
40

et moins que 21
1
39

; si a = b il sera dû plus que 2
1
2
a et moins que 3a. En plus j'observe que la

série actuelle a son utilité en géométrie : en, e�et si deux droites sont
dirigées selon l'axe d'une courbe logarithmique, dont la plus petite est
appelée a et soit la portion de l'axe entre l'une et l'autre dans le rapport
constant de b à a, à la portion du même entre une appliquée quelconque et
la tangente respective : la plus grande des appliquées sera exprimée par
cette même série

a + b +
b2

2a
+

b3

3! a2
+ &c à l'in�ni

Traduction Jacqueline Lubet, notations modernisées
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Bernoulli et les intérêts composés

L'exponentielle dans le (nouveau) programme
de 1ere

Reformulation proposée par Pierre Ageron :

�La notation exponentielle et les fonctions exponentielles sont apparues

vers la �n du XVIIe siècle, procédant d'une volonté de traiter des
phénomènes de croissance comparables à ceux des intérêts composés. La
modélisation de ces situations fait naturellement apparaître la
caractérisation de la fonction exponentielle comme seule fonction véri�ant
l'équation di�érentielle y ′ = y et la condition initiale y(0) = 1�
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La lettre e
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La lettre e

Léonard Euler, 1707 - 1783
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La lettre e

La lettre e

La lettre e pour désigner la base du logarithme népérien, est utilisée pour la
première fois par Euler dans un bref texte, Meditatio in experimenta
explosione tormentorum nuper instituta (Ré�exions sur des expériences
récentes sur la mise à feu des canons, E853), écrit �n 1727 ou début 1728,
publié seulement dans les ×uvres posthumes (1862) :

Scribatur pro numero cujus logarithmus est unitas, e, qui est
2,7182817. . . cujus logarithmus secundum Vlacq. est 0,4342944.

La première occurrence publiée de e est, toujours par Euler, sa Mécanique
(1736, E15)
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La lettre e

La lettre e

Voir l'étude plus détaillée et plus large d'Alain Herreman et coll., Les
encarts historiques dans les manuels de mathématiques
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La fonction exponentielle
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La fonction exponentielle

L. Euler, 1748 : Introductio in Analysin In�nitorum

traduit par J.-B. Labey, Introduction à l'analyse in�nitésimale (1796). En
deux volumes ; le vol.1 porte le n◦ E101 dans l'indexation des ÷uvres
d'Euler. Ici le début du chapitre 6
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La méthode d'Euler
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La méthode d'Euler

La méthode d'Euler

Euler : Institutiones Calculi Integralis, 1768  

Traduction : Dominique Tournès. Extrait de : Une approche graphique de la 
méthode d'Euler, in De grands défis mathématiques, d'Euclide à Condorcet,
É. Barbin éd., Vuibert et Adapt-SNES, 2010.
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La méthode d'Euler

La méthode d'Euler
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